IMATEMATICA

NOTACOES

R: conjunto dos nimeros reais

C: conjunto dos nimeros complexos

i: unidade imagindria, i’ = — 1

|z|: médulo do ndmero z € C

Re(z): parte real do nimero z € C

Im(z): parte imagindria do nimero z € C
det A : determinante da matriz A

tr A : traco da matriz quadrada A, que € definido como a
soma dos elementos da diagonal principal de A.

Poténcia de matriz: Al =A,A2=A A, .., Ak= A A,
sendo A matriz quadrada e k inteiro positivo.

d(P, r): distancia do ponto P a reta r

AB: segmento de extremidade nos pontos A ¢ B

[a,bl: {xER;a<x<b}

[a,b[: {xER;a<x<b}

Ja,b]: {xER;a<x < b}

la,b[: {IxER;a<x <b}

X\Y={xEXex &Y}

n

> =2, + 4 + 4 + ...+ a,, sendo n inteiro nao negativo
k=1

Observacao: Os sistemas de coordenadas considerados
sdo cartesianos retangulares.

1

Considere as seguintes afirmacdes sobre nimeros reais:

I. Se aexpansdo decimal de x € infinita e periddica, entdao
x é um nimero racional.

. >, ! = V2 .
n=0_ /2 )Von 1-2V2

3
III. ¢n \/EE+ (log; 2)(log, 9) € um niimero racional.

E (sdo) verdadeira(s):

a) nenhuma. b) apenas II. ¢) apenas [ e II.
d)apenasIelll. e) I, elll.
Resolucdo

I) Se a expansao decimal de x € infinita e periddica,
x é uma dizima periodica e, portanto, racional.
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m > S
"= W2-pVae

1 1
= +
V2-1 V2-1).V2
1
1 V2-1
+ —+t..=—
V2-1).2 1
V2

3
10 €n Ve? + (log, 2) - (log, 9) =

2
= log; 9
=tned +(logy2). [ —2 =
log, 4

2 2log; 3
=—-4{ne+(log;2) . ———
3 2log, 2

5

2
= — + 1= —, que é racional.
3 3

Assim, (I) e (III) sao verdadeiras.

Resposta: @
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2

Sejam A, B e C os subconjuntos de C definidos por
A={zEC:|z+2-3i]<V19},B={zEC: |z +i| <7/2}
eC={z€C:22+ 62+ 10=0}.Entio, (A\B)NCéo
conjunto

a) {-1-3i,-1 + 3i}.

b) {-3-1,-3 +1i}.

c) {-3+1i}.

d) {-3-1i}.

e) {-1 + 3i}.

Resolucao

—_ =+ 23
D 22+6z+10=0 < z= 6= 2

) |(-3+i)+2-3i|=|-1-2i|=V1+4=V5<V19=>
= -3+i€A

III)|(—3+i)+i|=|—3+2i|=\/9+4=\/1_3>%=>
=-3+i<B
IV)-3+i€(A\B)NC

V) [(=3-i) +2-3i|=|-1-4i|=
=V1+16=V17<V19=-3-i€A

VD) |- 3 - i) +i|=|—3|=3<%=>—3+iEB

VID-3+i€EANB=-3+iZA\B=
=-3+i&(A\B)NC

Resposta: @
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3

10

q (1+\/§i) o
ez=|———] , entdo o valor de
1-V3i
2 arcsen (Re(z)) + 5 arctg(2 Im(z)) é igual a
21 7 21
%) a3e b) =5 93
4mn 5w
d=5- 3
Resolucao
10
b ( 1+V3i )
7= _— =
1-V3i
10
_( 1+V3i 1+V3i ) _
1-V3i  1+V3i
10 10
( —2+2V3i ) (—1 . V3 )
] -_— — _— 1 —
1+3 2 2
10
2n 2n
=] 1| cos +1i.sen =
3 3
2n 2n
=c0os — +1i.sen —
3
2% 1
II) Re(z)=cos —— =—- —
3 2
2n
III) Im(z) = sen = ﬁ
3 2

IV) 2 . arc sen (Re(z)) + 5 . arc tg (2 Im(z)) =

1
=2.arcsen(—7>+5.arctg(\/§)=

n o T Sn 4n
=2.(-— +5.—=——+—=_

Resposta: @
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4

Seja C uma circunferéncia tangente simultaneamente as
retast:3x + 4y —4=0es:3x +4y — 19 =0. A drea do
circulo determinado por C € igual a

5w 4m 3n
) 9 b =5~ )7
87 9n
Resolucao

Asretasr: 3x +4y—4=0es: 3x + 4y — 19 = 0 sdo
paralelas. A distancia entre elas equivale ao diametro

da circunferéncia que as tangencia. Assim:

_|-4-(19] _15 _ _3
2R=— — -~~~ = 5 =3 R= 3
\V 32 + 42
2
In

Aéreadocirculoén.R2=n.(%) =

Resposta: @
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Seja (a;, a,, a5, ...) a sequéncia definida da seguinte

forma: a, = 1,a,=1ea =a ,+a ,paran = 3.

Considere as afirmagdes a seguir:

I. Existem trés termos consecutivos, a.a que,

p+l° ap+2’
nesta ordem, formam uma progressao geométrica.
II. a, € um nimero primo.

III. Se n € miiltiplo de 3, entdo a_ € par.

E (sao) verdadeira( s)
a) apenas II.

b) apenas [ e II.

c) apenas I e III.

d) apenas II e I11.

e) [, elll.

Resolucao
A sequéncia que satisfaz as condicées dadas é a
sequéncia de Fibonacci, a saber

(151525 3;5; 8;,13; 21; 345 ...)

I) Falsa, pois se existissem trés termos dessa
sequéncia em progressao geométrica, teriamos:
a,,1=q.a,e ap+2=q2.ap
Comoap+2=ap+1+ap@q2.ap=q.ap+ap@

1:V5

eqg-q-1=0&q-= 5

, que nao ¢é

racional. Isto nao é possivel, pois os termos da
sequéncia de Fibonacci sdo inteiros e niao nulos.

II) Verdadeira.O sétimo termo da sequéncia é a, =13,
que é primo.

III) Verdadeira. Analisando a paridade dos termos da
sequéncia, temos (impar, impar, par, impar, impar,
par; ...)

Os termos a;, ag, a,y, ... serdo todos pares e,

portanto, se n ¢ miltiplo de 3, a_ ¢ par.

Resposta: @
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a b
Considere a equacao - =5,comaeb
1-x2 x-12

nuimeros inteiros positivos. Das afirmagdes:

I. Sea=1eb=2,entdo x = 0 é uma solucdo da

equacao.
1
II. Se x € solucdo da equacdo,entdox # — ,x#—1e
2
x# 1.
2

III. x = — ndo pode ser solucdo da equacio.
3

E (sdo) verdadeira( s)
a) apenas II.

b) apenas I e II.

¢) apenas I e III.

d) apenas Il e I11.

e) I, 1l e III.
Resolucao
a b a 2b
- =5& - =5
1-x2 1 1-x2 2x-1
X — —
2
I) Verdadeira. Paraa=1eb=2,temos:
1 4 2x-1)-4(1-x3
- =5& =5&
1-x2 2x-1 1-x%.02x-1)

& 2x-1)-41-x3)=51-x3).2x-1), com

1
x # 1 e x # —. Simplificando a equacao,
2

obtemos:
10x3-x2-8x=0 < x(10x>-x-8) =0 <

1-V321 1+V321
0 oux= —————

20

e&x=0,x=

II) Verdadeira. As condicoes de existéncia da equacao

exigem que
1 1
1-x*20 e x—- — 20 xz+xlexz —
2 2
1
Assim, — 1, + 1 ¢ — nunca serao solucoes da

equacao dada.
2
III) Verdadeira. Para que x = — seja solucido da
3

equacao, devemos ter
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3 2

-6b=5¢<

5
< 9a —30b =25 < 3(3a - 10b) =25

Sendo, a e b inteiros, 3a — 10b ¢é inteiro e
3 . (3a — 10b) é maltiplo de 3. Porém, 25 nao é

miiltiplo de 3. Assim, ndo existem a e b inteiros

2
para os quais x = — seja soluciao da equacio.
3

Resposta: E

1

Considere o polinomio p dado por

p(x) = 2x3 + ax2 + bx —16, com a, b € R. Sabendo-se que
p admite raiz dupla e que 2 € uma raiz de p, entdo o valor
deb-aéiguala

a) —36. b) -12. c) 6.
d) 12. e) 24.
Resolucao

O conjunto verdade da equacao
2x3 +ax?2 +bx—16=0é {r; r; 2}, com r # 2. Assim:

16
r.r.2= > =8er=x2=r=-2,poisr #2.

O polinémio p(x), na forma fatorada, é
pXx)=2.x+2)(x+2)(x-2)&
Spx)=2x3+4x2-8x-16=>a=4eb=-8=

=b-a=-12

Resposta:
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15
Seja p o polindmio dado por p(x) = z anJ 5
j=0

coma; € R,j=0,1,..,15,ea,;520.
Sabendo-se que i € uma raiz de p e que p(2) = 1, entdo o
resto da divisdo de p pelo polinémio q, dado por

q(x) =x3—2x2 +x -2, é igual a

1 1 1 1
a) — x2—— P o —
5 5 5 5
2 2 3 3
) — X2+ —. d) —x>-——.
5 5 5 5
3 1
e) — x>+ —.
5 5
Resolucdo

D qx)=x3-2x?+x-2=x3(x-2)+(x-2) =
=(x=2)(x>+1)
II) Se Q(x) e ax? + bx + ¢ forem o quociente e o resto
da divisao de p(x) por q(x), entao
PE) | x=2(2+1)
ax?+bx +c¢ ‘ Q(x)

pi)=a.i?+b.i+c
= {p-i)=a.i+b(H)+c
p2)=a.4+b.2+c

III) p(i) = p(-i) = 0, pois i e — i sdo raizes de p
IV)p2)=1
V) De (II), (IIT) e (IV), temos:

1]
n| = °m|>-t
]

a

—a-bi+c=0 &1b

—a+bi+c=0
{4a+2b+c=1

c=

=>Rx=—x>+ —
5 5

Resposta:
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Considere todos os tridngulos retangulos com os lados
medindo Va, 2 Va e a. Dentre esses triangulos, o de
maior hipotenusa tem seu menor angulo, em radianos,
igual a

V3 V3
a) arctg . b) arctg .
4 3
1 3
¢) arctg — . d) arctg — .
2 5
4
e) arctg — .
5
Resolucao

Seja o triangulo retingulo cujas medidas sio \/a, 2Va
e a, cuja maior hipotenusa tem medida a, conforme a

figura.

ol

2Va

A tangente do seu menor angulo é dada por

tga= va =L,0useja,a=arctgi
2Va 2 2
Observagdo:

Se 2V/a é hipotenusa, temos que: (2Va)? = a2 + (Va)? e
a =3 e, se a é hipotenusa, a = (Va)? + (2V/a)?e a = 5;

logo, a maior hipotenusa tem medida a.

Resposta: @
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Os valores de x € [0, 2r] que satisfazem a equacgdo
2 sen x —cos X = 1 sdo
) em.

4 4
C) arcsen (—? ) e . d) arccos (—? ) e .

(Jl|u)

3
a) arccos ( 5 ) e T. b) arcsen (

€) arccos ( — ) e .
5

Resolucao
2senx=1+cosx=>4sen’x =1 + 2 cos X + cos? x <
& 4(1-cos’x)=1+2cosX+cos?x &

& 4-4cos?x=1+2cosx+cos’x &

& 5cos2x+2cosx-3=0&

3
ﬁcosx=?0ucosx=—l

& X = arc cos (%) ou x = 7, pois x € [0; 2]

Resposta: A
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Sejam o e § ndmeros reais tais que o, B, o + € ]0, 27|
e satisfazem as equagdes

, @ 4 L 1 5 p 4 . p 3
COS™ 5" =5 €OS™ 5"+ 5" € Cos” 57 = Cos” T+
Entdo, o menor valor de cos(a + ) € igual a

V3 V2

-1. b) - ——. -~ .
a) ) — ©)-—

1
d) - = e) 0.
Resolucao

1)) cos2 & =4 oot & 4 1
2 5 2 5

Fazendo cos? % = X, temos:

x=i X2+ l e4x2-5x+1=0e
5 5

Sx=1loux=

&=

Parax=1=>c0s2% =1< cos % =+l

o % =n.n(hE€Z)e a=n.2n(nE”Z)

Parax= L 2

ooz L=l t=2xlso
2 4 2 2

2=+ in.amED
2 3

21

S o= 5 +n.2x(nE”Z)

+

Logo, a = ZT“ ouq= 477‘, pois a €] 0; 27 [

IT) cos? B_4 ot B 3
3 7 3 7

Fazendo cos

@y:louy=%

Paray=1:>c052_§— =1& cos % =xl&

& % =n.nmE€Z)P=n.3x(nE2)

Paray = % => cos? % = %c}
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)
w |
Il
I+
aa
+
=
a

@ﬁ:i%+n.3n(nEZ)

Logo, = % ,ouf= 37“;, pois p €] 0; 2 [

I1T) O menor valor de cos (o + ) € obtido para

a= 2 eBf= T poisa+BE]0; 2]
3 2
Portanto,
cos (a + f) = cos 2_J'I:+l = Cos T ) =
3 2 6
]
2

Resposta:
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Seja A = (a;)s,5 @ matriz tal que a;; = 2N 1),

1 <i.j=<35.Considere as afirmacdes a seguir:

I.  Oselementos de cada linha i formam uma progressao
aritmética de razdo 2'.

II. Oselementos de cada coluna j formam uma progres-
sdo geométrica de razao 2.

III. tr A é um niimero primo.

E (sdo) verdadeira(s)
a) apenas .

b) apenas I e II.

¢) apenas II e II1.

d) apenas I e III.

e) [, 1l elIl.
Resolucao

1 3 5 7 9

2 6 10 14 18

D A=| 4 12 20 28 36
8 24 40 56 72

16 48 80 112 144

2) A 12linha é uma PA de razio 2; a 22 linha é uma
PA de razio 22, a 32 linha é uma PA de razio 23; a
quarta linha de razio 24 e a quinta de razio 2°.
Assim sendo, a afirmacéo (I) é verdadeira.

3) A afirmacdo (II) é verdadeira, pois as cinco
colunas sao PG de razao 2.

4) trA=1+6+ 20+ 56+ 144 = 227, que é um ni-
mero primo e portanto (IIT) também é verdadeira.

Resposta: E
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Considere a matriz M = (mij)ZX2 tal que my; = j-i+1,
i,j=1,2. Sabendo-se que

d 1 0
det( D Mk—n[ ]):252,
= 11

entdo o valor de n € igual a
a)4. b) 5. c) 6. d) 7. e) 8.

Resolucao

e
(000
(G0
(1)

ID M+M2+M3+..+M"=

(1 2) (1 4) (1 6)
= + + +... +
01 01 01
(1 Zn) (n n2+n)
+ =
0 1 0 n
(1 0) (n 0)
II)n =
11 n n

" 10
v) > Mk-n( ):

k=1 11
n n’+n n 0 0 n’+n
0 n nn -n 0
n
10
V) det [ X Mk—n =252 =
k=1 11
0 nZ+n
= =252
-n 0

onm+n=252en m+1)=62.7n=6

Resposta: @
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Considere os pontos A = (0, —1), B =(0,5) e aretar:
2x — 3y + 6 = O. Das afirmacdes a seguir:

I.  d(A,r)=d(B,r).
II. B é simétrico de A em relacdo a retar.

III. AB é base de um tridngulo equildtero ABC, de vér-
tice C = (=3V3,2) ou C = (3V3, 2).

E (sdo) verdadeira( s) apenas

a) L. b) II. c)lell.
d)Ielll. e) Il e III.
Resolucdo

Ay

r: 2x-3y+6=0

C(-3V3;2) C(3V3;2)

b 4

2.0-3¢1D+6| 9

I) dAsr) = e
V22 4+ (3)2 Vi3
[2.0-3.5+6]| 9
dB;r) = =

Vaze32 Vi3

Assim,d(A;r) =d(B; r)

II) R (0;2) Er é ponto médio de AB. Como AB nio é
perpendicular a reta r, B nao é simétrico de A em

relacdo ar.

III) O triangulo ABC é equilatero de lado 6. Sua altura
mede

6V3 _avE
2

Assim, as coordenadas de C podem ser

C3V3;2) ou C(=3V3;2)

Resposta: @
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25
Dados o ponto A = (4, T) earetar:3x+4y—12=0,
considere o tridngulo de vértices ABC, cuja base BC esté

contida em r e a medida dos lados AB e AC é igual a %

Entdo, a drea e o perimetro desse tridngulo sdo, respecti-
vamente, iguais a

22 40 23 40 25 31
a)—e—. b)—e—. c) —e —.
3 3 3 3 3 3
25 35 5 40
d—e—. e)—e—
3 3 3 3
Resolucao

r

I) A altura do tridngulo ABC, relativa a base ﬁj, é
dada por:

|3.4+4.%—12|
AM = =

V32 + 42

50
310
-5 T3

II) No triangulo retangulo AMC, tem-se:
(MC)? = (AC)? - (AM)? =
2 2
25 10 225 15
=|—|-|—|=——=>MC=—
6 3 36 6

III) O triangulo ABC ¢ isosceles, entao:

BC=2.MC=5
IV) Area do tridngulo ABC é:
5.10
BC.AM _ 3. 25
2 2 3
V) O perimetro do triangulo ABC é:
25 25 40
AB+AC+BC= — + — +5=—
6 6 3

Resposta: E
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Considere as afirmagdes a seguir:

I.

IL.

III.

O lugar geométrico do ponto médio de um segmento
AB, com comprimento ¢ fixado, cujos extremos se
deslocam livremente sobre os eixos coordenados é
uma circunferéncia.

O lugar geométrico dos pontos (X, y) tais que
6x3 + x%y — xy? — 4x% — 2xy = 0 é um conjunto finito
no plano cartesiano R.

Os pontos (2, 3), (4,-1) e (3, 1) pertencem a uma
circunferéncia.

Destas, € (sdo) verdadeira( s)

a) apenas I.

b) apenas II.

¢) apenas III.
d)Iell.
e) lelll

Resolucdao

D

Verdadeira.

Sendo M(x; y) o ponto médio do segmento A_B, de
comprimento €, com A (0; 2y) e B (2x; 0), temos,
no triangulo OAB, retangulo em O, que
OA2+O0B2=AB? & 2y + (2x)’ =2 &

2
e x2+yl= (é) . Esta é a equacfio de uma circun-

£

feréncia com centro na origem e raio 2.
2

II) Falsa, pois

6x3 +x%y —xy?—4x2-2xy =0 &

e x(6x*+xy-y*—4x-2y)=0 &
&X.2x+y).3x-y-2)=0=x=00u
2x+y=0o0u3x-y-2=0,que sio equacoes de

trés retas e, portanto, o lugar geométrico é infinito.

9 OBJETIVO 174 (8= Dua)



III) Falsa. Como =0, os pontos (2; 3),

(4; —1) e (3; 1) sdo colineares e, portanto, nao

pertencem a uma circunferéncia.

Resposta: A

17

Seja ABCD um trapézio isdsceles com base m/?ior@
medindo 15, 0 lado AD medindo 9 e o 4ngulo ADB reto.
A distancia entre o lado AB e o ponto E em que as diago-

nais se cortam €

) 21 b) 27 ) 35 d) 37 ) 45
a) —. —_—. —_—. —= 2 _—
8 g 778 g 778
Resolucdo
D c
E
9 9
d
ol g
A : - :
| 15 l 15 :
| 2 : 2 |
e Pt m e >
| 15 |
e e e »|

No triangulo retangulo ADB, temos:
I) (BD)’+(AD)>=(AB)’*= (BD)>+9*=15=
= BD =12

II) (AB).(DH)=(AD).(BD)=15.DH=9.12 &
36
< DH =T

4
III) (BD)? = (AB)(BH) = 122 =15 .BH & BH = Ts
Sendo d a distancia entre o lado AB e o ponto em
que as diagonais se cortam, da semelhanca dos
triangulos BME e BHD, temos:

15

EM=BM=>d=T@d=i

DH = BH 36 48 8
5 5

Resposta: E
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Num tridngulo PQR, considere os pontos M e N
pertencentes aos lados PQ e PR, respectivamente, tais que
o segmento MN seja tangente a circunferéncia inscrita ao
triangulo PQR. Sabendo-se que o perimetro do tridngulo
PQR ¢ 25 e que a medida de QR é 10, ento o perimetro
do tridngulo PMN ¢ igual a

a) 5. b) 6. ¢) 8. d)10. e) 15.

Resolucao

Sendo A, B e C os pontos em que os lados do triangulo
tangenciam a circunferéncia inscrita e D o ponto em
que o segmento MN tangencia a mesma circunfe-
réncia, temos:

n = L GA+RB=QC+RC=10
RB =RC
I PQ+QR+RP=25=
= PA+ QA+ QC + RC + RB + PB =25 =
=PA+10+10+PB=25<PA+PB=5

III) Como MA = MD e NB = ND, o perimetro do
triangulo PMN é€ dado por:
PM+MN+NP=PM +MD +ND +NP=
=PM+MA+NB+NP=PA+PB=5

Resposta: A
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Considere uma circunferéncia C, no primeiro quadrante,
tangente ao eixo Ox e aretar: x —y = 0. Sabendo-se que
a poténcia do ponto O = (0, 0) em relacdo a essa
circunferéncia € igual a 4, entdo o centro ¢ o raio de C

sdo, respectivamente, iguais a

a) (2,2V2 —2)e2V2-2.
b)<2,g l)eﬁ !

5> 2
o@,V2 —DeV2 -1.
d)(2,2-V2)e2-V2.
e) (2,4V2 —4)edaV2 -4,
Resolucao

Ay

rx-y=0

Xp =2

3 4

I) Se a poténcia do ponto O (0;0) em relacao a cir-

1))

cunferéncia é 4, entdo, OT? = 4 = OT = 2, assim,
o centro A da circunferéncia tem coordenadas
A(2;R).

A distancia do ponto A a reta r equivale ao raio R
da circunferéncia, entao

| Xa=Yal [2-R|
R=—m — =S R=—¢&

V 12+(_1)2 \/E
©V2.R=|2-R|©2R?=4-4R+R%? &
©RZ+4R-4=0=R=2V2-2,poisR>0

Portanto, o centro é (2;2\/5— 2) e o raio é 2V/2-2.

Resposta: A
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Uma taca em forma de cone circular reto contém um certo
volume de um liquido cuja superficie dista h do vértice do
cone. Adicionando-se um volume idéntico de liquido na
tacga, a superficie do liquido, em relacio a original, subird
de

VO L%, b) V2 —1. o V2 ~1)h.

h
d) h. .
) €) 5

Resolucao

Sendo H a distancia da superficie do liquido até o
vértice apos adicionar-se o volume idéntico de liquido
na taca, v o volume de liquido inicial e V o volume de
liquido final, temos:

3 3
ve2.ve L =(BVo v _(hV,
A H 2v

3
@%:%@H:h.ﬁ
V2

Assim, a superficie do liquido, em relacio a original,

3 3
subirédeH—h=h.\/E—h=(\/5-1).h

Observagdo: E importante destacar que ao adicionar
um volume idéntico de liquido na taca, nio pode haver
transbordamento.

Resposta: @
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As questoes dissertativas, numeradas de 21 a 30,
devem ser resolvidas e respondidas no caderno de
solucoes.

21

Considere as fungdes f,, f,, f: R — R, sendo

1 3
fi(x) = 5 x| +3,f,(x) = 5 |x + 1] e f(x) igual a0 maior

valor entre f, (x) e f, (x), para cada x € R. Determine:
a) Todos os x € R tais que f;(x) = f5(x).

b) O menor valor assumido pela funcao f.

¢) Todas as solucdes da equacdo f (x) = 5.

Resolucéao
f.(x)=f ! =3 1

a) I(X)—Z(X)@T|X|+3—T|X+ |<=>
& x| +6=3x+1|
a.l) Parax=-1,temos que

X|+6=3x+1e-x+6=3(-x-1) <
S X=——
a.2) Para—1=x=0,temos que
X|+6=3x+1|e-x+6=3x+1) &
& X = %, que nao pertence ao intervalo
[-1; 0]

a.3) Paraxz=(,temos que

X|+6=3x+1]ex+6=3x+1) &

exX=5
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b) Os graficos de f, f, e f estdo representados no
plano cartesiano seguinte.

D

<y

5-9-4 3 231 [013273 4295
2 2 g

Assim, o menor valor de f é 3.

¢) A funcao f fica assim definida

9 3
—.|x+1|,parax<-—ouxz=—
2 2 2
f(x) =
l.|x|+3,para—25xsi
2 2 2
Assim:
10
%|X+1|=5=>|X+1|=T<=>
7 . 1 ~
& X = =3 (pois x = — —~ hdo pertence ao
intervalo
considerado)

%|x|+3=5=>|x|=44:)x=—4(p0isx=4nﬁo

pertence ao intervalo considerado)

9 3
Respostas: a) x =— — eX=—-

bf  (x)=3

7
c)x-—4oux_T

&) OBJETIVO 74 (32 bua)
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Considere o polindmio p dado por

p(z) = 1823 + B 22— 7z — B, em que B é um niimero real.

a) Determine todos os valores de [ sabendo-se que p tem

uma raiz de modulo igual a 1 e parte imagindria ndo
nula.

b) Para cada um dos valores de [} obtidos em a),

determine todas as raizes do polindmio p.

Resolucao

D

1))

Se {a + bi; a — bi; r} for o conjunto solucao da
equacdo 1823 + Bz2-7z-B=0,coma’ +b*=1e
b # 0, entao

(a+bi) (a-bi)r= 1% o @2 +b?).r= % -

—r=28 poisa?+b2=1
18

Se % for raiz da equacao, entao:

18.. (1_%)3%.(%)2-7. %4&:0@

SB.B*+p*-126-324)=0 &
oB.2p%2-450)=0 =B =00up==V225
opB=0oupfp=150uf=-15

III)Se B = 0, a equaciio serd 182> —-7z2=0 < z=0 ou

7 . ~
z=+*/A/—— €E R e assim p niao pode ser zero,

18
pois,

neste caso, a equacao nao teria uma raiz igual a

a+bicomb=z0

IV) Se B = 15, entdo a equagio sera

V)

1823 +1522-72-15=0 &

@18.(1—% ).(1812+30z+18)=04:>

@(Z—%).(9z2+15z+9)=0@

15 -15+xV99i

er=_ouz=—— &
18 18

5 -5xV1l1i

ez=_—_ouz=
6 6

Se B =- 15, entdo a equacao sera

1823 -1522-7z+15=0 &
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o 18. (Z+11%> (1822 30z + 18) = 0 &

@z+% =0oul822-30z+18=0s

5

S z= —Fou9z2—152+9=0@
oS 7= —iOllZ =ﬂ@z=—iou
6 18 6
_ 5+V11i
7 =
6

Respostas: a) f=15ouf=-15

b) Se f = 15, o conjunto solucio é:

{5 5+ Vi | -s—VFi}

6’ 6 ’ 6
Se B = - 15, o conjunto solucao é:

5 . 5+V1i | 5-V1i
6’ 6 ’ 6
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Sabe-se que 1, B, C, D e E sdo cinco nimeros reais que

satisfazem as propriedades:

1) B,C,D,E sio dois a dois distintos;

i) osndmeros 1, B, C, e os nimeros 1, C, E, estdao, nesta
ordem, em progressdo aritmética;

iii) os nimeros B, C, D, E, estdo, nesta ordem, em
progressdo geométrica.

Determine B, C, D, E.

Resolucao
~ ~ C+1
I) Se (1; B; C) estao em PA, entao B = >
1) Se (1; C; E) estdo em PA, entiio C = E;'l
oE=2C-1
III) (B, C, D, E) estao em PG cuja razao é
_Cc_ ¢ _ 2
1" " <¢c+1 "¢
2
2
2C
e 2 _1=C.
IVVE=C.¢g*=2C-1=C <C+1 ) &

22C3-3C2+1=0&
& (C-1).2C*-C-1)=0&

@C:louC:-L
2

V) Para C =1, resulta B =1, que nio convém, pois B
e C sao distintos.

VI) Para C =- % , tem-se:

1
C+1 -2 *! 1
B= + = =3
2 2 4
2
D=C.q=C. 25 _ - 2C__
C+1 C+1
S
= = =1le
1., 1
—_ iy
2 2
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SejaM C R dado por
M={z2+az-1]|:z€Cel|z|=1},coma € R.
Determine o maior elemento de M em fungdo de a.

Resolucao

Seja z = x +yi, com x e y reais, e |z| =1

D]z|=Vx2+y? =1ey’=1-x*

I 2Z2+az-1=(x+yi)+a.(x+yi)-1=
=(x2+ax—-y?- 1)+ (2xy+ay)i=
=[x*+ax-(1-x})-1]+y(2x+a)i=
=(2x2+ax-2)+y(2x+a)i

D) |z2+az- 1= (2x2 +ax-2)? + y? (2x + a)® =
=(2x% + ax - 2)2 + (1 - x?) (4x% + dax + a?) =
= 4x*+ a?x? + 4 + dax>- 8x? — dax + 4x? + dax +
+a2—4x?—dax}-a’x? &
& |z2+az-1P=-4x>+a’+4=>

= |z2+az-1| =V-4x2+a’+4

Como o grifico da funciio f(x) =—4x? + a2 + 4 é do
tipo

aZz+4

0 Lgd
_Va2+4/ \\/a2+4
2 2

O maior valor da funcio f é a2 + 4 e, portanto, 0 maior

valorde |22 +az—1| é Va?+4.
Resposta: Va2 + 4
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Seja S o conjunto de todos os polindmios de grau 4 que
tém trés dos seus coeficientes iguais a 2 e os outros dois
iguais a 1.

a) Determine o nimero de elementos de S.

b) Determine o subconjunto de S formado pelos polino-
mios que t€ém —1 como uma de suas raizes.

Resolucdo
a) O nimero de elementos de S é dado pelas

permutacoes (com repeticio) dos elementos 2, 2,
!

\ 3.2) 5!
2,1 e 1, resultando igual a | S W =10

b) Sendo P(x) = ax? + bx3 + cx? + dx + e, devemos ter
P1)=0<a-b+c-d+e=0¢&
&S a+c+e=b+d
Nas condicoes enunciadas, tem-se:

b=d=2 b=d=2 b=d=2
a=1 ou Ja=2 ou Ja=1
c=2 c=1 c=1
e=1 e=1 e=2

Respostas: a) 10
b) Os polinémios sio:
P(x)=x* +2x3 + 2x2 + 2x + 1
Pyx)=2x*+2x3 +x2 +2x + 1

Py(x) = x4 +2x3 + x% + 2x + 2
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Trés pessoas, aqui designadas por A, B e C, realizam o
seguinte experimento: A recebe um cartdo em branco e
nele assinala o sinal + ou o sinal —, passando em seguida
a B, que mantém ou troca o sinal marcado por A e repassa
o cartdo a C. Este, por sua vez, também opta por manter
ou trocar o sinal do cartdo. Sendo de 1/3 a probabilidade
de A escrever o sinal + e de 2/3 as respectivas
probabilidades de B e C trocarem o sinal recebido, de-
termine a probabilidade de A haver escrito o sinal + sa-
bendo-se ter sido este o sinal ao término do experimento.

Resolucdo
Sao dadas as seguintes probabilidades:

1) De A assinalar +: L

2) De A assinalar —: i

3) De B manter o sinal: L
. 2

4) De B trocar o sinal: T

5) De C manter o sinal: l

6) De C trocar o sinal: .%
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Todas as possibilidades do experimento estao descritas
na tabela a seguir.

A B C probabilidade

1 11 1

1 + + + | = ===
3 3 3 27

1 1 2 2

2 + + - | ===
3 3 3 27

1 2 2 4

3 + - + | = ===
3 3 3 27

1 2 1 2

4 + - - | = ===
3 3 3 27

2 21 4

5 - + + | —e— ==
3 3 3 27

2 2 2 8

6 - + - | = ===
3 3 3 27

2 1 2 4

7 - - + | — = —=—
3 3 3 27

g 2 1 1 _ 2
S 37373 27

A probabilidade de A haver escrito o sinal +, sabendo-
se ter sido este o sinal ao término do experimento, é

1 4
—_—
be 27 27 5
1 .4 4 4 13

—_—
27 27 27 27

5
Resposta: —
13
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Seja n um inteiro positivo tal que

7 2-V3
sen = .
2n 4

a) Determine n.

TT

24

b) Determine sen

Resolucao

1-
a) Lembrando que sen (—;—) == @ ,en-
1-cos x
T n .
5 — assim, se

tao, sen — =
2-V3
4

I+

, deve-se ter:

1-cos T
2-V3 n

o2-V3=2-2cos % =

4 2
®2c0s1=\/§@c0s£=ﬁ@n=6
n n 2
b) Paran = 6, tem-se seni= ﬂ,assim:

12 4
, m . 2-V3 _ 2+V3
I) cos P =1 7 = 7] =
. n_V2+ﬁ__W+@
1T 4 2
T
D) sen " l—cosﬁ_
nog = 2
2-V2+V3
2

Respostas: a) 6

b)
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Sejam o e f ndmeros reais ndo nulos. Determine os
valores de b, c, d, bem como a relacio entre o e 3 para

que ambos os sistemas lineares S e T a seguir sejam
compativeis indeterminados.

2x + by =a cx+3y=a
S{cx+ y=p T{4x+dy=[3
Resolucao
2x + by = a
1) Para que o sistema S
cx+y=p

seja compativel indeterminado, as caracteristicas
dasmatrizesMI:[ 2 b } eMC={ 2« ]

c 1 c p
deverao ser iguais a 1.

2) De modo analogo para que o sistema

ex+3y=a o .
seja compativel indeterminado,

4x+dy=p
as matrizes MI’= ¢ 3 e MC’ = ¢ o
14 d L4 B

também deverao ter caracteristicas iguais a 1.

3) Assim:
2 bi_gobe=20
c 1
%=0 ca=2p )
c B
¢ 31_0e cd=12
4 d
C (0]
=0 cB=40 AV
4 B B Iv)

Das equacoes (II) e (IV), temos:
ca.c[5=2[5.4a4:)c2=8@c=12\/5

Substituindo nas equacoes (I) e (IIT), temos:

b.(x 2\/5)=2®b=¢£
2

(£2V2).d=12d=%3V2
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Na equacao (II), conclui-se:

(iZﬁ).a:ZB@a=igB

Respostas: As trincas (b; c; d) possiveis sao

(%;2\/5; 3\/5) ou

<—£;—2\/5;—3\/§>
2

V2
TB

As relagoes entre oo e § sdo o. =+

29

Sabe-se que a equacdo 3x? + 5xy —2y>—3x +8y -6 =0
representa a reunido de duas retas concorrentes, r € s,
formando um angulo agudo 6. Determine a tangente de 6.

Resolucao

I) 3x2+5xy-2y’-3x+8y-6=0&
S(-x-2y+2).(-3x+y-3)=0 &
& —-x-2y+2=00u-3x+y-3=0

II) Se r for a reta de equacao — x -2y +2 =0, 0

. , 1
coeficiente angular de r sera m, = - >

IIT) Se s for a reta de equacao — 3x + y — 3 =0, o coefi-

ciente angular de s sera m = 3.

IV) O angulo agudo 0 formado pelas retas r e s € tal

que:
1
_?_3
tge= r M = =
1+m, .m, 1+(_l) 3
2
7
2
= =7
1
T2
Resposta: 7
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Na construcdo de um tetraedro, dobra-se uma folha
retangular de papel, com lados de 3 cm e 4 cm, ao longo
de uma de suas diagonais, de modo que essas duas partes
da folha formem um angulo reto e constituam duas faces
do tetraedro. Numa segunda etapa, de maneira adequada,
completa-se com outro papel as faces restantes para
formar o tetraedro. Obtenha as medidas das arestas do
tetraedro.

Resolucao

Todas as dimensodes lineares a seguir estio em
centimetros.

Sejam a e  dois planos perpendiculares e ABCD um
retangulo de papel com AB = 3 cm e BC = 4 cm.
Dobrando-se o retangulo de papel de acordo com o
enunciado, obteremos a figura acima.

I) No triangulo retangulo ABD, temos:

(BD)?=(AB)?+ (AD)?’= (BD)’=3>+42=BD =5,
(BD).(AH) = (AB).(AD)=5.(AH)=3.4¢&

@AH:%e(AB)2=(BD).(BH)=>32=5.BH<:>

9
@BH—T

II) No triangulo retangulo BCD, temos:

4

A
cos CBD = 5

IIT) Aplicando-se a lei dos cossenos no triangulo BHC,
temos:

(CH)?>=(BH)?>+ (BC)>-2.(BH) .(BC) . cos CﬁD =

2
= (CH)? = (l) 22,2 4. 4 _ 193
5 5 5 - 25
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III) Aplicando-se o Teorema de Pitagoras no triangulo

retangulo AHC, temos:
(AC)?=(AH)? + (CH)’ =

12\? 193 V337
2 _ —
= (AC) —(5)+ 75 =AC= 3

Resposta: O tetraedro tem duas arestas que medem
3 cm, duas arestas que medem 4 cm, uma

aresta que mede 5 cm e uma aresta que

:37 cm.

mede
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