IMATEMATICA

NOTACOES

R: conjunto dos nimeros reais

C: conjunto dos nimeros complexos

i: unidade imagindria: i> = — 1

|z|: médulo do ndmero z € C

Re(z): parte real do nimero z € C

Im(z): parte imagindria do nimero z € C
det M : determinante da matriz M

MT : transposta da matriz M

M-!: inversa da matriz M

I, : matriz identidade n x n

MN : produto das matrizes M e N

d(P, r): distancia do ponto P a reta r

AB: segmento de reta de extremidades nos pontos A e B
[a,b]={xER:a<x<Db}
[a,b[={xER:a<x<b}
la,b]={xER:a<x<b}
lJa,b[={xER:a<x<b}
X\Y={xeXex&Y}

Observacdo: Os sistemas de coordenadas considerados
s@o cartesianos retangulares.

1

Considere as seguintes afirmacdes:

x—1

I. A funcido f(x) = loglo( ) ¢ estritamente cres-

cente no intervalo |1, + oo[.
II. A equagdo 2**2 =3*"! possui uma tinica solugdo real.

1. A equagdo (x + 1)* = x admite pelo menos uma so-
lucdo real positiva.

E (sao) verdadeira(s)

a) apenas I. b) apenas I e II.
c¢) apenas II e III. d) I, 1 eIII.
e) apenas III.
Resolucdo
I) Se{x;; x,} C]1; + o[, com x, <X,, entdo:
1 1 1
X <X, & —>—H-—<-—&
1 (Y X1 )
o1 —i <1- i &
X1 )
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II)

1 1
< log,, (I—X—l) <log,, (l_x_z) &

x; -1 x,—1
< log,, " <log,, - e,
1 2

portanto, f € estritamente crescente, e a afirmacao

(@) é verdadeira.

2xH2=3F -l 2x 4=3, 3
2x 1 2 Vo1
= — || =— s
3x 12 3 12

x = log 1
<=> — —
2\ 12
3
A equacio proposta tem uma tnica solucao e a

afirmacao (II) é verdadeira.

IID (x + 1)*>x, Vx ER, e afirmacao (IV) é falsa.

Resposta:
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2

Se x é um nimero natural com 2015 digitos, entdo o

g
nimero de digitos da parte inteira de Vx é igual a

a) 285. b) 286. c) 287.
d) 288. e) 289.
Resolucao

x ¢ um numero natural de 2015 digitos, entao:
102014 < x < 102015 & 2014 < log x < 2015 <

2014 1 2015
o — < 7 log x < &

7 7
& 287,71 <log Vx < 287,85 & 1038771 < \/x < 1028785

7
Assim, a parte inteira de Vx tem 288 digitos.

Resposta: @
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3

Escolhendo-se, aleatoriamente, trés ndmeros inteiros
distintos no intervalo [1, 20], a probabilidade de que eles
estejam, em alguma ordem, em progressao geométrica é
igual a

a) L b) L c) L
285 217 190
d) i e) L
225 380
Resolucao
N L. 20.19.18 ]
Sao possiveis C,, 35T = 1140 escolhas dife-
3.2.1

tes de trés nameros inteiros no intervalo [1; 20].
Considerando apenas razoes inteiras das progressoes
geométricas, em alguma ordem, temos oito casos a
considerar, que sdao os ternos (1; 2; 4), (15 3; 9),
(15 4; 16); (25 45 8), (25 65 18), (35 65 12), (4; 8; 16) e
(5; 105 20).
Assim, a probabilidade pedida seria
8 2
= —_ = — earesposta seria A.
1140 285
No entanto, existem mais trés ternos de niimeros intei-
ros que estao em progressao geométrica e com razdo
ndo inteira, sao eles: (4; 6;9), (8; 12; 18) e (9; 12; 16).

) 11
Neste caso, a resposta correta € p = 1140 e nenhu-

ma resposta é correta.

Resposta: SENM ALTERNATIVA CORRETA.
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4

3
Setgx=V7exeE [n, %},entﬁo sen 3x € igual a

Vi Ve Ve
8

- b) ——. —_
a) ) g 9) 1
d V 14 V 14
IR e) —.
4 6
Resolucao

Sendotgx=V7ex € I:n; _;E] , temos:

sec2x=1+tg?x sec2x =8
I ) 1 = 2 1
cos’ x = cos’x = —
sec? x

1)) sen2x+coszx=1=>sen2x+%=1@

— V14
X= =>SCI]X=—T

& sen” X = —
8

, pois

3In

xe |, —
-3

IIT) Lembrando que sen (3x) = 3 sen x — 4 sen’ x,

temos:

sen (3x) =3 . (‘@)‘4 (_g)sﬁ

3V14 14V14
< sen (3x) =— +4. s
4 64
& sen (3x) = _14

8

Resposta:
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Seja (a;,a,, a,...) a sequéncia definida da seguinte forma:

a, =1000 e a  =log,,(1 +a,_;) paran > 2. Considere as
afirmacdes a seguir:

I. Asequéncia (a ) € decrescente.

II. a, >0 paratodon=1.

II.a, < 1 para todo n > 3.

E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas I. b) apenas I e II. c) apenas Il e I1I.
d) I, 1IeIII. e) apenas III.

Resolucao

a,=1000ea_ =log,,(1+a, _,),paranz=2

a, =log, (1 +a,) =log,,(1 + 1000) =log,,1001 = 3, ...
a; =log, (1 +a,) =log, (1 +3,...) =log,,4,...) =0, ...
a,=log, (1 +a;) =log,;,(1+0,...)=0,...

a_=log,y(1+0,..)=0,...

Resposta: @
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6

Seja P, um poligono convexo regular de nlados,com n > 3.
Considere as afirmagdes a seguir:

I. P ¢€ inscritivel numa circunferéncia.
II. P, € circunscritivel a uma circunferéncia.

III. Se €, € o comprimento de um lado de P, e a_ € o com-

a
primento de um apétema de P, entdo —— < 1 para
todon = 3. n

E (sao) verdadeira(s)

a) apenas . b) apenas II. ¢) apenas III.

d) apenas I e II. e) I, 1l eIIl.

Resolucao

»” g - T e

I) Verdadeira.
Sendo O o centro do poligono regular de n lados,
os triangulos A OA,, A,0A;, A;OA,,..., A OA,

sdo congruentes e OA, ¢ o raio da circunferéncia

circunscrita ao triangulo.

II) Verdadeira.
Da congruéncia dos tridngulos, temos:
OH,=OH, =OH; = ...= OH e OH, ¢ raio da

circunferéncia inscrita no poligono.
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III) Falsa.

][]

en
2 14
tg(a_)— @Ztg(a_)=—“@
2 a, 2 a,
~ i = 1
14 a
n 2tg | —
g(z)
Assim, teremos % > 1 quando
n
1 1
sl (“_) <L
2tg (1) 2 2
2
Por exemplo, no poligono regular com 12 lados,
temos:

o o
S =15e tg (2—) = tg 15° = tg (60° — 45°) =

3-1 _V3-1 _, yz3e b
1+V3.1 V3+1 2

Logo, 412 >1

612

Resposta: @

9> OBIJETIVO 172 (32 Bua) = Dizznsre/2015



1

Um triangulo estd inscrito numa circunferéncia de raio

1 cm. O seu maior lado mede 2 cm e sua area € de

cm?. Entdo, o menor lado do tridngulo, em cm,
V2

mede

Dl —— pN2-V2 . o
Vo Vo

2 3
d) ——. e) :
Ve Ve
Resolucdo

I) Como o raio da circunferéncia circunscrita ao
tridngulo mede 1 cm e o maior lado mede 2 cm,

podemos concluir que o tridngulo € retangulo.
Assim, sendo S sua area, em centimetros quadra-
dos, tem-se:

1 2.h 1 1

R R R A

II) No triangulo retingulo ABC, temos:

2
h2=m.(2-m) =<L> =2m-m?
V2

e2m’-4dm+1=0=>m=1- , pois se AB ¢

o menor lado, entao m < 1.
Assim, a medida AB do menor lado é dada por:

(AB)? = (BC) . (BH) = (AB? =2 (1 _ %) -

= AB=V2-12

Resposta:
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Se o sistema de equagdes

X+ y+4z=2
X+2y+72=3
3x+ y+az=>b

€ impossivel, entdo os valores de a e b sdo tais que

a)a=6eb=z4. b)az6eb=z4.

c)azbeb=4. d)a=6eb=4.

e) a é arbitrarioe b # 4.

Resolucao
X+y+4z=2 Xx+y+4z=2
x+2y+72=3 & y+3z=1 =
3x+y+az=b -2y+(a-12)z=b-6

X+y+4z=2
o y+3z=1
(a-6)z=b-4

Se o sistema € impossivel, entao:

{a—6=0 {a=6
b-4#0 < |b+#4

Resposta: A
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Se P e Q sdo pontos que pertencem a circunferéncia
x?+y?=4earetay=2(l —x), entdo o valor do cosseno
do angulo POQ é igual a

3 3 2
- b) - —. -
28 )= -

4 1
d)y-—. -
=3 9=
Resolucao
I) Os pontos P e Q sdo as solucoes do sistema a

seguir:

8

X2 +y?=4 x=0 X=3

y=2(1-x < |y=2 ") __6

Y273

II) Sendo P(0;2)e Q (% 5 — %) pontos da circunfe-

réncia x2 + y2 = 4 de centro O(0; 0) e raior = 2,
resulta a seguinte figura:

y A
P(0;2)
2
D\ >
o X
2
8.6
a(:-3)

III)PQ=\/<%>2+ (2+%>2=
A [64 256 _n [320 _p [ 64
25 25 5 =\ 3

IV) (PQ)2 = (OP)?+ (0Q)*-2.0P.0Q .cos (P6Q) =
64

A
= = =4+4-2.2.2.cos (POQ) &

A A
& 8.cos POQ =- 2 & cos (POQ) =-3-

Resposta: A
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10

Um tridngulo retdngulo tem perimetro igual a /V 5, em
que ¢ € o comprimento da hipotenusa. Se a e § s@o seus
angulos agudos, com o < 3, entdo sen (f — o) € igual a

a) 5=2V5. b) -6 + 3V'5.
o VieVs-3s. d) V20V'5 — 44.

e) V18V'5 - 40.

Resolucao
I) Sendo x e y os comprimentos dos catetos do
triangulo retangulo, temos:

=4

X2 +y2 = £2 X2 +y2= g2
&
x+y+€=€\/g x+y=€(\/§—1)

A=

x2 +y2 = £2
(=4
X2 +y2 +2xy = £2.(6 - 2V5)

- x2+y2=¢2 -
€2+ 2xy = €2.(6-2V5)
=2.xy=£(5-2V5 e

X

e2. 2 Y o5 /5=
¢ ¢

=>2.sen[5.c0s[3=5—2\/§ s
& sen (2f)=5-2V5

II) sen?(2B) + cos’(2p)=1=
= cos?2f) =1-(5-2V52 &
& cos2(2P) = 20V5-44 =

= cos(2B) = - V 2015 - 44, pois a. < B

III) sen(B — &) = sen[B = (90° — B)] =

= sen(2B — 90°) = — cos (2B) =— (- V20V5-44) =
=V20V5-44

Resposta: @
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1

1 -1 2 1
SeM=[ ]eN:[ 3},entﬁoMNT—M‘1N

2 0 -1
éigual a
A\ [ 3 1]
2) 2 2 b) 2 2
D3 g2
| 2 2] | 2 2 ]
[ 3 1] [ 3 5]
0 2 2 d) 2 2
13 5 13 3
2 2] L2 2
[ 3 _ 1]
e 2 2
B3
L 2 2
Resolucdo
1 -1
D M_< 5 0 )=>
0 7
=detM=2 e M != 1
-1 >
1 -1 2 -1 1 -4
T - =
H)M'N_(Z 0) (1 3)_(4 —2)
1
0 =
1 N 2 2 1.\
nnHM—".N= 1 | (_1 3 )_
2
1 3
_| 2 2
5 1
2 2
1 3
1 -4\ ("7 72
T_M-1N = _ —
IV)M.N'-M~—.N <4 _2) s 1
2 2
3 11
_| 2 2
13 5
2 2
Resposta:@
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12

Considere as afirmagdes a seguir:

I. Se z e w sdo niimeros complexos tais que z —iw = 1 —
2iew —z=2+3i,entio z2 + w2 = -3 + 6i.

II.A soma de todos os nimeros complexos z que
satisfazem 2 | z 12 + z2 = 4 + 2i & igual a zero.

II. Se z = 1 —i, entdo z°% = 2%% (-1 + ).

E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas . b) apenas I e II. c) apenas I e III.
d) apenas T e III. e) 1,1l e IIl.
Resolucao

I) Verdadeira
z—iw = 1-2i
=
{w—z = 2+3i

=2w-iw=3+ie(1-jw=3+ie

o we 3+i _ 3+i 1+i — 142
YT T TS 1+ A

Comow-z=2+3iew=1+2i, tem-se:
14+2i-z=2+3iez=-1-i

Assim, z2 + w2 = (- 1-1)% + (1 + 2i)%=
=2i+1+4i+4i>=-3+6i

II) Verdadeira
Sendo z = a + bi, tem-se:
2.z + 22 =4 +2i=
=2.@%+b®)+(@+bi’=4+2ic
& 2a% +2b% + a’+ 2abi-b?=4 +2i e

p=Lie

3a2+b2=4 -
2ab =2

{3az+b2=4

1 {a:l {a:—l
b=— =4 - ou - ou

3a%—4dal+1=0
N
a

/1 /1

a=  — = — —

ou 3 ou 3
b=V3 b=-V3

Assim:

1
2 =1+i, z,==1-i,23=\| 5 +V3i,

/1
2y=- ?—\/giezl+zz+z3+z4=0
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III) Falsa
Sez=1-1i, entao:
22=1-D3.0-D)=[0-1%.Ad-0)=
=[-2¥®.01-D)=-2%.i¥.1-i)=
=22 i.1-1)=2¥.(-1-i)

Resposta:
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13

Sejam A uma circunferéncia de raio 4 cme P_Q uma corda
em A de comprimento 4 cm. As tangentes a A em P e em
Q interceptam-se no ponto R exterior a A. Entdo, a drea do
triangulo PQR, em cm?, ¢ igual a

) o) b) —— 9] —5
d) L/? e) W3

5 3
Resolucao

I) Como PQ tem mesma medida que o raio, podemos
concluir que o triangulo PQO ¢é equilatero.

Assim, OQP = 60° e POR = 30°.
II) Sendo M ponto médio de PQ, temos MQ = 2.
IIT) No triangulo retingulo QMR, temos:

MQ=>\/§_2 43
3

cos 30° = OR 3 _QR@QR=_

Assim, a area S, em centimetros quadrados, do trian-
gulo PQR, ¢ dada por:
4.

"2 43

_ (PQ).(QR) .sen 30° ~
- 3

3 =

S

43 1
3
2

Resposta: E
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14

Se a reta de equacdo x = a divide o quadrildtero cujos
vértices sao (0, 1), (2,0), (4,0) e (6,4) em duas regides

de mesma drea, entdo o valor de a é igual a

a) 2V'5- 1. b)2V6-1. 0)3V5-4.
d)2vV7=2. e)3V7-5.

Resolucao

yA s

Y/ IR Y AT P | ©

e e (w]

xV

I) AaéreaS do quadrilatero BCDE é a soma das areas
dos triangulos BCE e CDE. Dessa forma, temos:

2 0 1 0 1 1

0 1 1 6 4 1

4 0 1 4 0 1
S= 2 y

= S =10 unidades de area

II) Equacio da reta s, que contém os pontos C (0; 1) e

D (6; 4):

x y 1

6 4 1(=0&x-2y+2=0
0 1 1

IIT) Ponto P, intersecao entre as retas

(r)x=ae(s)x—2y+2=0:

& x=d +2
{X—Z +2=0° a+2 =>P(a; a )
Y45 y=—5 2
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IV) A area A, do quadrilatero ABCP, é igual a diferen-
ca entre a area do trapézio AOCP e a drea do
tridngulo OCB, e deve resultar 5, metade da area
do quadrilatero BCDE.

Dessa forma, temos:

(a+2_|_1)a
B 2 B 2.1 5o
2 2

- (a+4)a

1 =6oa2 +4a-24=0=

=>a=2\/7—2,poisa>0

Resposta: @
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15

Seja p o polindmio dado por p(x) = x3 +x™—2x", em que
os expoentes 8, m, n formam, nesta ordem, uma
progressdo geométrica cuja soma dos termos € igual a 14.
Considere as seguintes afirmacdes:

I. x=0¢ uma raiz dupla de p.
II. x=1 ¢ uma raiz dupla de p.

III. p tem quatro raizes com parte imagindria nao nula.

Destas, é(sdo) verdadeira(s)

a) apenas I. b) apenasIeIl. c) apenas e IIl.
d)apenas I e Illl. e)I,IIelll
Resolucao

Se (8; m; n) é uma progressao geométrica cuja soma
dos termos € 14, entio:

{8+m+n=14 {n=6_m
<> =

m2=8.n m2=8.n

=m?=8.6-m)<m?>+8m-48=0¢
m=-12oum=4

Para m = -12, temos n = 18, que ndo convém, pois
os expoentes do polindmio sao naturais.

Param =4, temos n =2 e p(x) = x5 + x4 — 2x2

I) x=0éraiz dupla de p(x), pois p(x) = x% . (x0 + x2 - 2)

II) A equagiio x® + x> -2 =0 admitex=1ex=-1
como raizes simples, pois, pelo dispositivo de
Briot-Ruffini, temos:

00010 -2/1
11122 0\

1112 2|1
01020

1
1
e
1
1

IIT) As demais raizes de p(x) sao raizes da equacio

1x¢4+0.x33+1.x2+0.x+2=0<

-1xVv-7
®x4+x2+2=0@x2=T©
1, VT, -
S x==x _Ti 5 1, que sa0 numeros

complexos com parte imaginaria nao nula.

Desta forma:
I é verdadeira, II é falsa, pois x = 1 € raiz simples e III
é verdadeira.

Resposta: @
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Seja ABC um tridngulo equilatero e suponha que M e N

sdo pontos pertencentes ao lado BC tais que BM = MN =

A
= NC. Sendo a a medida, em radianos, do angulo MAN,
entdo o valor de cos a é

13 14 15
a) —. b)) —. c) —.
14 15 16
16 17
d —. e) — .
17 18
Resolucéao

w|~

A
3

L
3

I) Sendo € a medida do lado do tridngulo equilatero
4

ABC, temos: BM =MN =NC = 5

II) Aplicando-se a lei dos cossenos no tridngulo ABM,

temos:
2\ 4
(AM)? = €2 + (—>-2.e. —— - €05 60° =
3 3
2 2 1
=0+ %—2%. 7 :AM=ﬂ

7
) AM =AN= %, pois os triangulos ABM e ACN

sao congruentes.
IV) Aplicando-se a lei dos cossenos no tridngulo AMN,

temos:
(£>2=<e\/7>2+<e\/7)2 5 eVT eVT -
3 3 3 )23 -3 .COS Ol
14¢2 _ 76> A 762 2
® g WaAEgTrT g ©
14¢2 _ 3¢2 _E
{:}T.COSG—TC}COSG— 14
Resposta:A
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Uma esfera S, de raio R > 0, estd inscrita num cone
circular reto K. Outra esfera, S,,deraior,com0<r<R,
esta contida no interior de K e € simultaneamente
tangente a esfera S| e a superficie lateral de K. O volume
de K € igual a

nR3 2R3
a — b)) — .
3r(R-r) 3r(R-r)
nR3 4R
) — . d) ——.
r(R-r) 3r(R-r)
5 RS
€) — .
3r(R-r)
Resolucéao

Vamos admitir que a esfera de menor raio esteja entre
a de maior raio e o vértice do cone.

-

> —D -

PP P
-

I) Da semelhanca dos tridngulos retangulos ATP e
AQS da figura, temos:

AP AS X+r x+2r+R
= s

PT - SQ ~ r R
) 2r?
& xR+rR=xr+2r +Rre x= -
II) A altura h do cone é tal que
2
h=AP+PS+SO=x+2r+2R=R r+2(R+r)=
2r2+2 (R2-r? 2 R?
= R-r e h=x=

I1I) No triangulo ATP, temos:
AT2 + PT2=AP2 =2 AT2 + 2= (x + 1) &
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2 \2 2
@AT2=X2+2xr4:AT2=( 2r )+2r( gr )@

R-r R-r
4 3 4 3 >
o AT = 4r + 4r =4r +4r (li r)
R-r) R-1) R-r)
4r3R 2r VRr
SAT?= ——— & AT =
(R -r1)2 R-r
IV) Da semelhanca dos tridngulos ATP e AOC, temos:
2r VRr
AT _ PT - R-r _r -
AO ~ OC IR2 - 0C
R-r
R2
& 0C.VR.r=R? & OC =
V Rr
V) O volume V do cone K é
=1 roc?.n=
3
_1 (R ? 2R? _ 2xRS
3 VRr R-r 3r(R-r)

Resposta:
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Considere o polindmio p com coeficientes complexos
definido por

P@2)=7*+ 2+ 1)+ 2+ )22+ 2+ i)z + (1 +1i).
Podemos afirmar que
a) nenhuma das raizes de p € real.
b) ndo existem raizes de p que sejam complexas conju-
gadas.

¢) a soma dos médulos de todas as raizes de p € igual a

2+V2.

d) o produto dos mddulos de todas as raizes de p € igual

a2V2.

e) o modulo de uma das raizes de p € igual a V2.

Resolucao

I) i é raiz do polindomio p(z), pois
pi)=it+Q+i).B+Q+i).2+Q+i).i+ A +i)=
=1+Q+i).@E+i2+i+1)-1=2+i).0=0

II) —i é raiz do polinémio p(z), pois
pE) =+ QR+ .+ +D) . (H)2+2+i0).
(HFA+D=1+Q+i0) . (B +i2-i+D-1=
=2+i).0=0

IIT) Desta forma, p(z) € divisivel por
z-i)(z-()=22+1 e
pz)=[z2+ 2 +i)z+ (1 +1i)]. (2 + 1), pois

p(z) 2+1
0 2+Q2+i)z+(1+1)

IV)As raizes de z2 + 2 + i) z + (1 + i) = 0 sdo
z=-1-iez=-1

V) O conjunto solucio de p(z) =0 é
S={i;-i;-1-i; -1}

Comolil=|-il=1 ¢ |-1-il= V2,

o médulo de uma das raizes de p é V2

Resposta: E
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Pintam-se N cubos iguais utilizando-se 6 cores diferentes,
uma para cada face. Considerando que cada cubo pode
ser perfeitamente distinguido dos demais, o maior valor
possivel de N € igual a

a) 10 b) 15 c) 20 d) 25 e) 30

Resolucao

A face superior do cubo pode ser pintada de 6 formas
diferentes. A face inferior pode ser pintada de 5
formas diferentes.

As faces laterais podem ser pintadas de PZ =3!'=6
(permutacio circular) formas diferentes.

No entanto, como qualquer uma das faces pode ser a
superior, o nimero de maneiras de pintar o cubo é

6.5.P

=30
6
Assim, o maior valor de N é 30.

Resposta: @
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Em um triangulo equildtero ABC de lado 2, considere os
pontos P, M e N pertencentes aos lados AB, BC e AC,
respectivamente, tais que

a) P.é o ponto médio de AB;
b) M é o ponto médio de BC;

A
¢) PN € a bissetriz do angulo APC.

Entdo, o comprimento do segmento MN & igual a

a) V10-4V3 b) V5-2V3
o V6-3V3 dHV1o-5V3
e)V5V3 -5

Resolucao

B 1 M 1 c
I) No triangulo APC, retangulo em P, temos:
AP2+PC2=AC2« 12+ PC2=22=PC=13

II) Pelo teorema da bissetriz, temos:
AN CN 2-CN CN

=<

= =
AP  PC 1 V3

«2V3-V3CN=CN<2V3=(V3+1)CN «

< CN=3-13
IIT) No triangulo CMN, temos
MN?=CM?+CN?-2.CM.CN. cos 60° <

@MN2=12+(3—\/§)2—2.1.(3—\/3).% -

< MN2=10-5V3=MN=V10-5V3

Resposta: @
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AS QUESTOES DISSERTATIVAS, NUMERADAS
DE 21 A 30, DEVEM SER RESOLVIDAS E
RESPONDIDAS NO CADERNO DE SOLUCOES.
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Seja f a fungdo definida por f(x) = log ,, (x> — 2x — 8).
Determine:

a) O dominio D; da fungdo f.

b) O conjunto de todos os valores de x € Dy tais que
f(x) = 2.

¢) O conjunto de todos os valores de x € D; tais que
f(x)> 1.

Resolucao
a) Sef(x)=log_, ,(x*-2x - 8), deve-se ter:

x2-2x-8>0 x<-2oux>4
x+1>0 & 9x>-1 =x>4
x+1#1 x#z0

Assim,D;={xER | x> 4}

b) fx)=2=>log . (x>*-2x-8)=2&
ex+1)2=x2-2x-8&

oxl+2x+1=x*-2x-8 &

@4x=—9@x=—%$Df=V=Q

¢ fx)>1=log (x2-2x-8)>1
Como x > 4, f(x) é estritamente crescente, assim:
x2-2x-8>x+1ex(-3x-9>0&

3-3Vs 3+3V5
Tou — =

< X< X >

3+3V5

=X>
2

, pois x >4

Respostas: a) D;={x ER | x> 4}
b)V=0

C)V={XER|X>¢}
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Sejam x e y pertencentes ao intervalo [0, ]. Determine
todos os pares ordenados (X, y) tais que

1
\/Ecosx—seny=7

1
\/Esenx+\/§cosy=—7

Resolucdo
I) Se x ey pertencem ao intervalo [0; m], entao

0<senx=<leO=<seny=1

\/Ecosx—seny:l—
2 &

\/Esenx+\/§cosy=—%

V2Zcosx= A +seny
(=1 2 =

V2 sen x =_%_x/§cosy

= (V2 cos x)? + (V2 sen x)? =
2 2
=(%+seny) +<—;——\/§cosy) =

1 1
o2= T +seny +sen’y +T +V3 cos y+3cos?y &
1
2= - +seny+ 1 - cos2y + V3 cos y+3cosZy &
1
& - =seny+ V3 cos y+2cosZy &
1 2
& (7 -V3cosy - 2c0s2y) =sen’y &
1
o= 3 cos?y + 4 cos?y — V3 cos y— 2cos?y +
+4V3cosPy=1-cos?y &
4 3 2 3
& 4cos’y+4 V3 cos y +2cos”y —\/gcosy— T =0

& 16costy + 16 V3 cos3y + 8 cos?y —4V3 cosy -3 =0
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II) Fazendo cos y = p, resulta:
16 p* +16 V3 p3 + 8 p2 -4 V3 p =3 = 0. Nesta

1 1
equacao, p = > ep=- > sao raizes, pois, por

Briot-Ruffini, temos:

1

16 16vi 8 -4vi 3|+

16 g4+16V3 12+8V3 6 0‘
e

16 8+16V3 12+8V3 6

16 16V3 12 0 ‘

As outras duas raizes sao raizes da equacao

V3
16 p>+16 V3 p+12=0, ou seja,p = g (dupla)

1 1
III) Para p = > temos cos y = ) e

\/Esenm/?.%:_%@

V6 +V2

& senx=-— (T) que nao serve, pois

0=senx=1

1 1
IV)Parap:—E,temos cosy=—7 e

\/ESCIIX+\/§. (—Zi) =—l<=>

2
V6-V2
S senx= —
4

n 11x 25
Neste caso: [x=— oux=—— | ey=—

12 12 3

4 2n ; B .

O par (E H 5 ) é solucao do sistema, como se
pode ver:

2(305%—56112?“:\/5.[@] \/3— !

2 2

\/Esenl—nz+\/§cos%= 2 [ﬂ]+\/§.(.l)=-i
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I 2n - N | R
O par 5P ;T nao ¢ solucdo da primeira

equacao, como pode se ver:

\/ECOSX—SGIly=\/ECOS 111—; —senZTn=

215" Ve +V2 \/3 V- S §
4 2 2 2
V) Parap=- —3,temosc0sy=— —\/? e
2 2
Vi senx+ Vi (LY2) ool Gsenxe V2
2 2 2
T 3n Sn
Neste caso |[xX=— oux=— | ey=—
( 4 4 ) 6

n Sm\ , - .
O par T H o é solucao do sistema, como se

A

vé:
\/ECOS % —sen 52: = (@) _—= T
\/_SEII +\/_COS E) ( g):-%
3t Sm N . L.
O par e ; T nao satisfaz a primeira equa-
¢ao, pois

ﬁcosx—seny:ﬁcos%—sen%:
V2

SRV A [ A
2 2 2 2

Assim, os pares que satisfazem o sistema sio

11 2r 11 Sr
_‘_e_'_
12° 3 4 6

Respostas: X ;2_Jc o T ;5_TE
12 3 4 6
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Um hexdgono convexo regular H e um triangulo equilé-
tero T estdo inscritos em circunferéncias de raios Ryy e
Ry, respectivamente. Sabendo-se que H e T tém mesma

p . ~ RH
area, determine a razdo — .

Resolucao

I) Sendo Sy a drea do hexagono regular, temos:
Ry?. V3 _ 3.Rp*.V3
4 - 2

Su=6.

II) No tridngulo equilatero ABC, temos:
R 3R
AH=R+ TT = TT , pois O é baricentro do
tridngulo.

Assim, sendo L a medida do lado do triangulo

ABC, temos:
L,.V3 3R, L;.V3
AH = = = &
2 2 2
& Ly=R;.V3

III) Sendo S, a drea do tridngulo ABC, temos:

S - Lp?. V3  RV32.V3 3RV
o= = =

4 4 4
3.Ry?.V3 3Rp)ZV3
IV)Sy=S,= ( Hz) _ X Tj e
R, \? 2
o(Ra)'_1_ Ry V2
R, 2 R, 2
Ry, V2
Resposta: ——— = s A
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Seja A a matriz de ordem 3 x 2, dada por

10
A=1]101
11

a) Determine todas as matrizes B tais que BA=1,.

b) Existe uma matriz B com BA = I, que satisfaga
BBT = I,? Se sim, d€ um exemplo de uma dessas
matrizes.

Resolucdo
b
SejaBamatrizZX3dadaporB:(X a )
y ¢ d
1 0
x ab 10
a) B.A_IZ=><y c d).((} 1>_(0 1)4:)
1 1
x+b=1 b=1-x
a+b=0 a=x-1
CVy+d=0 TYd=y
c+d=1 c=1+y
B x x-1 1-x
- '(y y+1 —y>

b) B.BT=1,=
x x-1 1-x x 3 10
:>< 1 _ ) x-11+y | = 01/
y oy+ Y\ ex -y

XX+x-1D2+1-x?=1
SIxy+x-1).A+y)+1-x).(-y)=0&
Y+ (1 +y)+(-y)’=1

@{x=1 X
y=0 ou »

Assim, um exemplo para a matriz B é

( 100 ),quandox:ley:O

010
x x—-1 1-x
Respostas: a) B = ( >
yy+l -y
1 0 0
b) Si lo é
) 1m,umexempoe(0 1 0)
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Numa certa brincadeira, um menino dispde de uma caixa
contendo quatro bolas, cada qual marcada com apenas
uma destas letras: N, S, L e O. Ao retirar aleatoriamente
uma bola, ele v€ a letra correspondente e devolve a bola
a caixa. Se essa letra for N, ele d4 um passo na direcao
Norte; se S, em direcdo Sul, se L, na direcdo Leste e se O,
na direcdo Oeste.

Qual a probabilidade de ele voltar para a posi¢ao inicial
no sexto passo?

Resolucao
I) A probabilidade de retirar 3 bolas N e 3 bolas S é

6 6
LV 3o (L) 20
4 6 4
II) A probabilidade de retirar 3 bolas L e 3 bolas O é
6 6
LV 3o (L) 20
4 6 4

III) A probabilidade de retirar 2 bolas N, 2 bolas S,

uma bola L e uma bola O é
6 6
1V p22_ (1) 40
4 6 4

IV) A probabilidade de retirar 2 bolas L, 2 bolas O,
uma bola N e uma bola S é

6 6
LV p22- (L) 180
4 6 4
V) A probabilidade de voltar para a posicao inicial é
1\ 1\ 1\ Ly
—] .20+(—) .20+ |—| .180+(— ) .180=
4 4 4 4

400 25

45 = 256

Resposta: 2—5
256
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Sejam S um subconjunto de R? e P = (a, b) um ponto de
R2. Define-se distdncia de Pa'S,d(P , S), como a menor
das distancias d(P, Q),com Q € S:

d(P,S) = min{d(P,Q) : Q € S}.
Sejam S, ={x,y)ERZx=0ey=2}e
S, ={(x,y) ER* y=0}.
a) Determine d(P, S,) quando P=(1,4) e d(Q, S,) quando
Q=(-3,0).
b) Determine o lugar geométrico dos pontos do plano
equidistantes de S, e de S,.

Resolucao

S;={x;y) E R2|x=0ey =2} é o conjunto de pontos
do eixo das ordenadas, com ordenada maior ou igual
a2.

S,={(x;y) € R2 |y = 0} é o conjunto de pontos do eixo
das abscissas.

Na figura, os dois conjuntos aparecem em destaque.

Ay
T+--+P(1:4)

\
—_

Xy

0 S,

a) d(P;S,)=PT =1, abscissade P, e
d(Q; S)=AQ=V22+(-3)?= \/E, hipotenusa
do triangulo retangulo AOQ.
b) Sao equidistantes de S, e S,:
b1) Os pontos da reta y = x, com abscissa e orde-
nada maiores ou iguais a 2.
b2) Os pontos da reta y = —x, com abscissas
menores ou iguais a — 2.
b3) O ponto da parabola de foco A(0; 2), diretriz

y =0, vértice (0; 1) e equacao

1
X2=4.1(y—l)(:)y=7x2+1
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A figura mostra este lugar geométrico

Ay
y=-x

Xy

U
N -+
N /

N /

N W
=N

K

%
N R

Assim, o lugar geométrico pedido é

S;={(x;y) ER?: (y=—x,sex =2) ou

1
y= Tx2+1,se—2sx52 ou(y=x,sexz2)}

Respostas: a) d(P,S;) =1 e d(Q,S,) = V13

b) vide grafico
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Sejam a, b, ¢ nimeros reais com a # 0.

a) Mostre que a mudanc¢a x + — =z transforma a equagao
X

ax*+bx> +cx2+bx+a=0
numa equag¢do de segundo grau.
b) Determine todas as raizes da equacao
x*+3x2-2x2+3x+1=0.

Resolucdo

1 AN 1
a) I) Sez=x+—,entdoz°=x"+—5+2¢&
X X
1
<=>X2+—2=Z2—2
X

II) Se a # 0, entdo zero nao é raiz da equacao.

D ax*+bx3+cx’+bx+a=0<

’ b a
Sax“+bx+c+ — +—=0&
X x2

: 1 1
© alx*+—]+b|x+—] +c=0¢&
x2 X

oa@Z2-2)+bz+c=0azZ+bz+(c-2a)=0,

que é uma equacao do 29 grau.

b) Dx*+3x3-2x2+3x+1=0 &

3 1
ox?2+3x-2+ —+—=0e
X X

, 1 1

o IX¥+—)+3|x+—)-2=0=
x2 X

=722-2+32-2=02722+3z2-4=0&

&Sz=-4o0uz=1

1
IDx+ —=-4exX2+4x+1=0<
X

o x ='4+2\/§=_21\/§

1+V3i
2

1
IHx+ —=1ex2-x+1=0&x=
X

Respostas: a) demonstraciao

b){-2+V33; -2-V3;
1+V3i. 1-\/§i}

9

2 2
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Considere as circunferéncias
A x2+y2 - 8x +4y =20

K21x2+y2—2x—8y:8.

O tridngulo ABC satisfaz as seguintes propriedades:
a) o lado AB coincide com a corda comum a Aehy;
b) o vértice B pertence ao primeiro quadrante;

c) o vértice C pertence a A e a reta que contém AC é
tangente a A,.

Determine as coordenadas do vértice C.

Resolucao

I) A circunferéncia A: x> + y2 — 8x + 4y = 20 possui
centro C,(4; — 2) e raio R, = 2\/1_0 e a cir-
cunferéncia A,: x* + y2 — 2x — 8y = 8 possui centro
C,(1;4) eraioR, =5.

II) x2+y2—8x+4y=20 PN
x2+y2-2x-8y=8

- X—-2y=-2 -
x2+y2-2x-8y=8

- {x =2y-2 \

x2+y2-2x-8y=8
=Q2y-22+y*-2.Q2y-2)-8y=8¢«
& 5y2-20y=0y=0ex=-20ouy=4ex=6
Logo, a corda comum a A, e A, possui extremos
A(-2; 0) e B(6; 4), pois B pertence ao primeiro

quadrante.

M

®)
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III) O coeficiente angular da reta que passa por

4-0 4
AG2;0)e Cyl;4) 6 ——=—=

IV) A reta (t), tangente a A, em A(- 2; 0), é perpen-
dicular a reta que passa por A e C, e, portanto,

3 ~
tem coeficiente angular - T e equacao

=_% (x+2)

V) Os vértices A e C pertencem a A, e areta (t). Logo:
x2+y2-8x+4y=20
=

y=-3-(x+2)

3 g 3
=>x2+[—T.(x+2)} —8x+4.[—T.(x+2)} =20&

®5X2—28X—76=0@x=_20ux=%

Para x = — 2, tem-se y = 0 e (- 2; 0) sdo as
coordenadas do ponto A.

8
Assim, ponto C tem x = 38 que resulta

5
36 (38 36
y=- = portanto, o ponto C é <? 5 _T>
38 36
Resposta: C <? ; _T)
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Determine o termo constante do resto da divisdo do
polindmio (1 + x + x2)** por (1 + x)°.

Resolucao
I) Como
A+x+x>)M0=[x(x+1)+ 1% =

¥ (43) [x (x+ D]+ (43) xXx+DP¥P+..+

+ (40) [x(x+ D]+ (40) x(x+D]+
37 38

(40) [ N (40) _
+ 39 Xx(x+ 1]+ 20
=(x+1)3[(43)x4°(x+1)37+(4;))x39(x+ D3+ ..+

+ (:g) x3] +780x2 (x+1)?+40x (x+1) +1,0

resto da divisdo de (1 + x + x)** por (1 +x)3 é o
mesmo resto da divisao de
780 x2 (1 +x2) +40 x (1 +x) + 1 por (1 +x)3.

ID) 780x> (1 +x)?+40x(1+x)+1=
=780 x* + 1560 x> + 820 x> +40x + 1 e
A+xP¥=x3+3x2+3x+1
Dividindo um pelo outro utilizando o método da

chave, resulta:

780x4 + 1560x3 + 820x2+ 40x+1 | X +3x* +3x+1
—780x* — 2340x3 — 2340x2 — 780x 780x — 780

—780x3 - 1520x2 - 740x + 1
780x3 + 2340x2 + 2340x + 780

820x> + 1600x + 781

IIT) Desta forma, o resto da divisdo de (1 + x + x2)40
por (1 + x)3 é 820x2 + 1600x + 781, cujo termo
independente ¢é 781.

Resposta: 781
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