MATEMATICA

NOTACOES

R : conjunto dos nimeros reais

N : conjunto dos nimeros naturais

C : conjunto dos nimeros complexos

i : unidade imagindria: i% = —1

|z|: médulo do ndmero z € C

det A : determinante da matriz A

d(A, B) : distancia do ponto A ao ponto B
d(P, r) : distancia do ponto P a reta r
AB: segmento de extremidades nos pontos A e B
A: medida do 4ngulo do vértice A
[ab]={xER:a<x=<b}
[ab[={xER:a<x<b}
lJap]={xER:a<x=<b}
lap[={xER:a<x<b}

(fo 2)(x) = f (g(x))
X\Y={xEXex &Y}

n

2 q=ayta ta,+...+a, sendo n inteiro ndo negativo
k=0

Observacdo: Os sistemas de coordenadas considerados
sdo os cartesianos retangulares.
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Os lados de um tridngulo de vértices A, B e C me-
dem AB =3 cm, BC=7cme CA =28 cm. A circun-
feréncia inscrita no tridngulo tangencia o lado AB no

ponto N e o lado CA no ponto K. Entio, o comprimento

do segmento NK, em cm, é

7
57

2. b2V2. o3 d2V3 e

Resolucao

I) Sendo AN = AK = x, temos:
7=3-x+8-x=2x=4=x=2

II) Aplicando a lei dos cossenos no tridngulo ABC,
temos:
A
72=32+82-2.3.8.cos A=
A

A 1
=49=9+64-48 cos A =>cosA=T=>
A
= A =60°

A
Como AN =AK=x=2eA=60° 0 triangulo ANK

é equilatero e portanto NK = 2.

Resposta: A
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Se x é um niimero real que satisfaz x> = x + 2, entdo x!°
éigual a

a) 5x2+7x + 9. b) 3x% + 6x + 8.

c) 13x2 + 16x + 12. d) 7x2 +5x + 9.

e) 9x2 +3x + 10.

Resolucéao

Do enunciado, temos: x> = x + 2

Elevando os dois membros ao cubo, temos:
() = (x +2)}
=x3+3.x2.2+3.x.22+23

—

)=x+2+6x2+12x+ 8

) =6x2+13x + 10

Multiplicando os dois membros por x, temos:
X .X0 =x (6x% + 13x + 10)

x10 = 6x3 + 13x2 + 10x

x10 = 6(x + 2) + 13x% + 10x

x10 = 13x2 + 10x + 6x + 12

x10=13x2 + 16x + 12

Resposta: @
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Sejam a e b nimeros inteiros positivos. Se a e b sdo, nessa
ordem, termos consecutivos de uma progressao geométrica

1 . 2
de razdo 5 €0 termo independente de (ax - ) é
X

igual a 7920, entdoa+ b é

a) 2. b) 3. c) 4. d) 5. e) 6.
Resolucao
12
O termo geral do desenvolvimento de ( ax ——| é:
Vx
() o (25
Vx
3k

= (-1)k (lkZ) .alZk .b"‘.xlz_T

Esse termo sera independente de x se, e somente se,

12-%=0@k=8

Para k = 8, temos:
1)k . (182) .a%. b8 . x0=7920 & 495 a%h8 = 7920 &

s a‘h¥=16< ab?=2,poisa>0eb>0

Como a e b sao termos consecutivos de uma P.G.,

nessa ordem, de razao % ,entaob = %

Assim sendo:

ab?=2
a @{iilz =a+b=3
=5 =

Resposta:
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Considere as fungdes f, gt R — R dadas por
f(x)=ax+beg(x)=cx+d,coma,b,c,dER,a#0e¢
c#0.Seflog!=g"! of!, entdo uma relagio entre as

constantes a, b, ¢ e d é dada por

a)b+ad=d + bc. b)d +ba=c+db.
c)a+db=Db+cd. d)b+ac=d + ba.
e)c+da=b+cd.
Resolucao
1) Fazendo f(x) = ax + b =y, temos:

x= 32 e, portanto, f-! (x) = ~— b
2) Fazendo g(x) =cx + d = t, temos:

x= 1= d e, portanto, g~ (x) = X ; .

3 togt m=rigtl=rt [229] -

C x—d-bc

a ac

-1 1 1 1 R | x-b _
g of ' x=¢g [ X]=¢g [ ~ ]_

x—-b
a x—b-ad

C ac

4) Como f'og!l=g"!of] resulta:

x—d-bc - x—b-ad
ac ac

<d+bc=b+ad

Resposta: A
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Sejam X, ..., X5 € ¥, ..., y5 nimeros reais arbitrdrios e

A= (aij) uma matriz 5 x 5 definida por a; =X + Y
1 <1i,j=5.Ser ¢ a caracteristica da matriz A, entdo o
maior valor possivel de r é

a) l. b) 2. c) 3. d) 4. e)s.
Resolucéao

Aplicando-se o Teorema de Jacob, o valor do determi-
nante nao se altera e, portanto, a caracteristica da
matriz inicial também nao se altera.

Dessa forma, as caracteristicas das matrizes

X1ty Xty XtYy; X t+y, X +YysT]
X1y XY, XtYy; Xty X tys

A=| X3+y; X3+y, X3+y3 X3ty X3+Ys

XgtYr Xgty, Xgty; XYy, X4tYs

| X5ty X5t+Yy, X5t+Yy; X5t+Yy, X5+Ys

[ X3t Y1 Y2=Y1 Y3=Y1 Ya=Y1 Ys—Y17]
N+HYE Y2V Y37V Y4V Ysh
B=[X3+Y; Y=Y Y3=Y1 Y4=Y1 ¥s—VY1 |e
X4tY1 Y2mY1 Y37Y1 Y4aV1 Y5 N1
| Xs+Y1 Y2=Y1 Y3~ Y1 Ya=Y1 Ys—Y1 ]

X1ty Yo=Y YamY1 YamY1 Ys— Vi

X, = X; 0 0 0 0

C=| x3—-x 0 0 0 0 e
X4 —X; 0 0 0 0
X5 —X; 0 0 0 0

Sao iguais a caracteristica da matriz

[ 1tY1 270N

D= X, = X; 0

] , cujo valor maximo ¢é 2

Resposta:
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Sobre duas retas paralelas r e s sao tomados 13 pontos, m
pontos em r e n pontos em s, sendo m > n. Com os pontos
sdo formados todos os tridngulos e quadrilateros
convexos possiveis. Sabe-se que o quociente entre o
nimero de quadrildteros e o nimero de triangulos é 15/11.
Entdo, os valores de n e m sdo, respectivamente,

a)2ell. b)3 e 10. c)4e9.
d)5eS8. e)6e.
Resolucao

1) A quantidade total de tridngulos possiveis de ser
formados com estes m + n = 13 pontos é:
n.m(m-1)+m.nn-1)
n.Cm;2+m.Cn;2= >

A quantidade total de quadrilateros convexos

possiveis de ser formados com estes pontos é:

mm-1).n(n-1)
Cm;Z'Cn;2= 4

2) Como a razio entre o nimeros de quadrilateros e

o niumero de triangulos é % , tem-se:

mm-1).n(n-1)

4 _ 15
m.n(m+n-2) F@
2
m-1).(n-1)
15 T T2.a3-2)

W<:> (m—l).(n—1)=30®
em.n-m+n)+1=30cm.n-13+1=30

osm.n=42,poism+n=13em .n # 0 (se um
deles fosse nulo, todos os pontos estariam sobre
uma tunica reta, nao formando tridngulos nem
quadrilateros)

Assim,{m"'n=13 = m=7en=6,poism>n
m.n=42

Resposta: E
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Considere a defini¢do: duas circunferéncias sdo orto-
gonais quando se interceptam em dois pontos distintos e
nesses pontos suas tangentes sdo perpendiculares.
Com relagdo as circunferéncias C, : x> + (y + 4> =7,
C,: x2+y2=9e Gy (x— 5)? +y? = 16, podemos afirmar

que
a) somente C, e C, sio ortogonais.

b) somente C, e C; s@o ortogonais.

¢) C, € ortogonal aC, e a Cj.

d) C,,C,e 580 ortogonais duas a duas.

e) ndo ha ortogonalidade entre as circunferéncias.

Resolucao

C,: X% + (y + 4)2 =7 tem centro (0; —4) e raio V7
C,: x> + y2 =9 tem centro (0; 0) e raio 3
C;: (x = 5)? + y2 = 16 tem centro (5; 0) e raio 4

C, é ortogonal a C;, pois 0 AAC,C; € retangulo em A;
C, é ortogonal a C,, pois 0 ABC,C, é retangulo em B;
C, e C; ndo sdo ortogonais, pois 0 ACC,C; niao ¢

retangulo em C.

Resposta: @
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Asraizesdo polinérnio 1 +z+z-+z° + 72" +72° + 2° + 7/,
quando representadas no plano complexo, formam os
vértices de um poligono convexo cuja drea é

a)%. b)@. V2.

d) MTH e) 3V2.

Resolucao

Raizes do polinémio
l+z+22+23+24+285+26+727=0
—1 é raiz, entdo:

101 1
‘10

1 11111
1 01 0 1 0
l+z+22+83+2%+25+2%+7" =

=Z+D) @+ +2+ D)=+ D Z+D)Z*+1)=0

1) z+1=0 2)z2+1=0
3) 24+1=0

, portanto z sido as raizes quartas de 1.

Comoz=1.(cos 180° + i sen 180°)

V2 . V2.

z,=1.(cos 45° +isen 45°) = T+_2 i
o4 o V2 V2,
z,=1.(cos 135° +isen 135°) =| = 5~ + -~ 1
oy : 9 V2 V2,
z3=1.(cos 225° + i sen 225°) = -5 5!
. V2 V2,
z,=1.(cos 315° +isen 315°) = T—Tl
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Representando no plano complexo:

—

ol 4

Mg~ ——m——m o fmm—mm— ==

Area S do poligono é tal que:

S=Anacrc * 3AaaBC

s=(\5)2+3.\/5.<ﬂ).i

2 2
S=24 0V2-6
4
S=2+ _:’__Zi
2
3V2 +1
§=—5—

Resposta: @
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Se log, m=ae logs w=b, entdo

)1+1 1 b)1<1 1 1
—+ —<—. —<—4+—x=<1.
V2" b2 2 "2 b
1<1_'_1 3 d 3<1 1 5

—+ — < — — < — 4+ —<
VR -3 i )7 <t =%
)2<1 !

— —.
¢ a b
Resolucao

logﬂ2=l

log,x=a a
1) {lgz FEN 1 VEN

Ogsn—b lOgn5=F

1 1
$10g“2+log“5=T+T©

1
< log 10 = — +
a

U‘l»—t

1 1
2) 2<logn10<3=>2<—+T<3=>
a

Resposta: @
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O lugar geométrico das solugdes da equacdo

x2 +bx + 1 =0, quando |b| < 2,b € R, é representado no
plano complexo por

a) dois pontos.

b) um segmento de reta.

¢) uma circunferéncia menos dois pontos.

d) uma circunferéncia menos um ponto.

e ) uma circunferéncia.

Resolucao
Pela Formula de Baskara, as solucdes da equacao sao:

-b+Vb%-4 _ b V(@ -b?.(-1) _

2 2 ~

-b 4-b2 .
+ 1
2 2

b\ (Va-pZ)
Como |x| = -+ \— = 1, no plano

2 2

complexo, os possiveis valores de x pertencem a uma
circunferéncia de centro na origem, raio 1, excluidos
os pontos (—1; 0) e (1; 0), pois para x = (-1; 0) =-1 +
0i ou x = (1; 0) = 1 + 0i, deveriamos ter |b| = 2, 0 que
nao ocorre.

Alm(x)

-1 0 1 Re(x)

Resposta: @
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Em um triangulo de vértices A, B e C sdo dadoslAS =71/2,
é =1/3 e o lado BC = 1 cm. Se o lado AB é o didmetro

de uma circunferéncia, entdo a drea da parte do tridngulo
2

ABC externa a circunferéncia, em cm?, €

T 3V3 5V3 N
a) —¢ 16 b) 4 7
5 3V3 53 m
©) g 4 D16 g
50 3V3
©) g 16

Resolucao

- by 1 2r
I) No triangulo ABC, temos: tg 3 = e )
2r V3
=2V3=—=r=
1 2

II) Sendo S a area da parte do triangulo ABC externa

a circunferéncia, em cm?, temos:

S= Striéngulo ABC ~ Ssetor BOD ~ Striﬁngulo DOA =

2r.1 60° , 1 2n
mr ——.r.r.senT=

2 360° ° 2

4 fERT () %

2

2

5 -

2 6

16 8

Resposta: @
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tg3x — 3tg x

Com relagdo aequacio ——— + 1 =0, podemos
] 1 - 3tg?x
afirmar que

a) no intervalo ]—

2|

, % [ a soma das solucdes ¢ igual

ao.

. T .
b) no intervalo }— ERE) [ a soma das solucoes é maior

que 0.

¢) a equacdo admite apenas uma solugao real.

. .. 5 . T
d) existe uma tnica solu¢do no intervalo [O, > ] .

. ~ . T
e) existem duas solucdes no intervalo ]— —, O} .

Resolucao

tg;?)X_¢=—l<:>tg3’x—3tgx=—1+3tg2x¢>
1-3tg’x

< tgdx-3tg’x -3tgx+1=0 <

o (tgx+1) (tg>x-tgx+1)-3tgx (tgx+1)=0 <

< (tgx+1) (tg2x—4dtgx+1)=0 <

stgx+1=0outg’x—dtgx+1=0<

@tgx:—loutgx=2+\/§ 0utgx=2—\/§®

o 1 1 Sn
S X=— — ouUX= — oux=

4 12 12

A partir do ciclo trigonométrico:

A sen x A tg x
5 L 243
o1
12
T
12)1 2.3
> COS X
i
4 1
\ 4

Resposta:
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Sejam A e B matrizes quadradas n x n tais que

A+ B =A.B el amatriz identidade n x n. Das
afirmagoes:

D) I, - B¢ inversivel;

IM) I —A¢inversivel;

II) A.B=B .A.

é (sdo) verdadeira(s)

a) Somente I. b) Somente II.

¢) Somente III. d) Somente I e II.
e) Todas.

Resolucao

As afirmacoes I e II sdo verdadeiras, pois:
I,-A).(I,-B)=12-B-A+AB=

=1l -B+A)+AB=1 -AB+AB=1_
Dai, det[(I, —A) . (I, -B)] =detI =1
edet(I, —A) 0 =1 —A éinversivel

edet (I, -B)#0 =1 -B éinversivel

A afirmacao III é verdadeira, pois:
Como (I, -A).(I,-B)=I &
(I,-B)I,—-A) =1 temos:
L2-A-B+BA=1I

I -(A+B)+BA=1
-AB+BA=0

BA=AB

Resposta: @
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x+y+z=0
Se o sistema { 2a’y + (2a*—a)z =0 admite infinitas

X+ay+(a3—l)z:0

solugdes, entdo os possiveis valores do parametro a sao

1—\/—3_ —1+\/—3"

a)0,-1, — ,
2 2
b) 0.1, 1-V3 ’ 1+V3 .
2 2
-1+V3 1+V3
c)0,-1, , .
2 2

d)0,-1,-1-V3, -1+V3.
0 0,-1,1-V3, 1+V3.

Resolucao

Um sistema homogéneo admite infinitas solucoes <

< D=0, dai:
1 1 1

D=| 0 2a2 2a%-a|=0
1 a a’-1

2a5-2a2+2a%-a-2a2-2a%+a’=0=>

=2at-3a2-—a=0=a(2a’-3a-1)=0

2a3-3a-1=0
em que a =—1 e raiz

< a=0 ou{

entao:| a=-1 |¢éoutra raiz

Fatorando, vem:

(a+1).Ra?-2a-1)=0<2a2-2a-1=0<

2:2V3  1£V3

4 2

V={0;_1; 1-\/?; 1+\/?}

< a=

2 2

Resposta:
) OBJETIVO 74 = 3= Dua = Dezempre/2017
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[\
(98]

I x x° X

Considere a matriz 2 34 ,x € R. Se o poli-
-1 3 4 5
2 2 1 1

ndmio p(x) € dado por p(x) = detA, entdo o produto das

raizes de p(x) é

2 3 5 7 11
Resolucao
1 x x* x3
p(x)= 1 2 3 4 | _
-1 3 4 5
-2 2 1 1

2-x 3-x2 4—X3+
= 3+x 4+x2 5+x32

242x 1+2x2 1+2x3

2-x 3-x? 4-x3

p(x) = 5 7 9
-1
< 6 7 9

2-x 3-x% 4-%3
= 5 7 9 Bpx®=93-x)-7@-x3 =
1 0 0

=px) =7x3-9x2-1

A funciio p(x) = 7x3 — 9x2 — 1 est4 definida em R,

conforme o enunciado, e portanto, o produto das rai-
-1

zes da equacdo 7x3 — 9x2 — 1 = 0 seria — — = %

se todas elas fossem reais e, neste caso, a

resposta seria D.

Calculando o0 maximo e o minino relativos da funcao
P, conclui-se que a equacao tem uma so raiz real e duas
raizes complexas (nao reais).

O grafico da funcéo p € do tipo
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L. . B e 6
A tUnica raiz real r é maior que - e, portanto,
nenhuma alternativa esta correta.

Resposta oficial: @
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Considere a classifica¢do: dois vértices de um paralele-
pipedo sdo ndo adjacentes quando nao pertencem a
mesma aresta. Um tetraedro € formado por vértices nao
adjacentes de um paralelepipedo de arestas 3 cm,4 cm e

5 cm. Se o tetraedro

tem suas arestas opostas de mesmo

comprimento, entdo o volume do tetraedro é, em cm3:
a) 10. b) 12. ¢) 15. d) 20. e) 30.
Resolucao
D c
: 3
AE | S
H,@ ---------------------------- G
4
E 5 F

Os tetraedros ABDE, BCDG, EFGB ¢ EHGD sao
tetraedros trirretangulos e cada um tem volume, em

cm’,igual a V' = :1"

Assim, o volume V,

5.4
'T'3_10

em cm?, do tetraedro BGDE, que

satisfaz as condicoes do exercicio, é:

V= Vparalelepl'pedo

Resposta: @

) OBJETIVO
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Os triangulos equildteros ABC e ABD tém lado comum

AB. Seja M o ponto médio de ABeNo ponto médio de
CD. Se MN = CN = 2 cm, entdo a altura relativa ao lado
CD do triangulo ACD mede, em cm,

V6o V0 Vao

E > L g b) ——. c) —.
3
PRETH o028
3 3
Resolucao

I) No triangulo retangulo isésceles CNM, temos:
CM=2V2
II) Como CM é altura do tridngulo equildtero ABC,

sendo £ a medida do lado do triangulo, temos:
2 \/_= eT\/E =4{= 4_\/5
V3

III) O triangulo CAD é isésceles de base CD, pois
AC=AD ={ . Assim, a altura AN relativa ao lado

CD édada por:

2
(AN + (CN)? = (ACY = (AN)? + 22 =(ﬂ ) N
V3

= AN = —-—-4

32 _ V20 V6o
3 \/g 3

Resposta: A
) OBJETIVO 74 = 3= Dua = Dezempre/2017
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Uma progressdo aritmética (a, a,, ..., a ) satisfaz a
propriedade: para cada n € N, a soma da progressdo ¢é
igual a 2n? + 5n. Nessas condi¢des, o determinante da

a a4 a4
matriz a, as ag | €
a;+2 ag ag
a) —96. b) -85. ¢)63. d) 99. e) 115.
Resolucao

1) a,=2.12+45.1=7
2) a,+a,=2.22+5.2=18 = a,=11

3) (aj,a,ay,..,a)=(7,11,15,19,23,27,31,35, ...)

4) a, a, a3 7111 15
a, ag ag |= |[19] 23 27|=
a,+2 ag a, 33| 35 39
x(-1) "J +
7141 8 |7 4 0 7 4
=19 |4 8| = 19 4 0 =2,(—1)3+3, ‘19 4‘ =
33 /2| 6 33 2 2

=2.1.(28-76)=2.(-48)=-96

Resposta: A

) OBJETIVO (78 = 8= Dua = DazEmBERO /2017
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Sdo dadas duas caixas, uma delas contém trés bolas
brancas e duas pretas e a outra contém duas bolas brancas
e uma preta. Retira-se, ao acaso, uma bola de cada caixa.
Se P, € a probabilidade de que pelo menos uma bola seja
preta € P, a probabilidade de as duas bolas serem da

mesma cor, entao P, + P, vale

8 o1
AT ) T5
a1 15
) 1. e) 5
Resolucao

C) 5

®®E
®®

1 bola de cada caixa:

Oe®@ cu@ e
3 1 2 2
Dbz +5 3
_3 .4 . 2_09
15 15 15 15
Oe® cu@e®
3 2 2 1
M=% -3 + 3%
pap= 2 B8 17
15 15 15
Resposta:E
90 OBJETIVO
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. x+y=1 . o
Para que o sistema X34y =c? admita apenas solucdes

reais, todos os valores reais de ¢ pertencem ao conjunto

s Dty
ot e

e Rk

Resolucao
x+y=1 o y=1-x o
x3+y3=c? (X + y)(x%2 = xy +y?) =2
o |¥=1-x ox-x(-x+(1-xP=t o
x2 —xy +y?=c?

o3x2-3x+1-c¢2=0

Para que o sistema admita apenas solucoes reais,

devemos ter:

-372-4.3.01-cH=20&

1
2

@12c2—320@c5—%0uc2

Resposta: E

) OBJETIVO (78 = 8= Dua = DazEmBERO /2017



AS QUESTOES DISSERTATIVAS, NUMERADAS
DE 21 A 30, DEVEM SER RESOLVIDAS E
RESPONDIDAS NO CADERNO DE SOLUCOES.

21

Um poliedro convexo tem faces triangulares e quadran-
gulares. Sabe-se que o nimero de arestas, o nimero de
faces triangulares e o nimero de faces quadrangulares
formam, nessa ordem, uma progressdo aritmética de
razdo —5. Determine o nimero de vértices do poliedro.

Resolucéao
Sejam (x + 5,x e X — 5) as quantidades de arestas, faces
triangulares e faces quadrangulares, respectivamente,
pois a sequéncia acima é uma progressao aritmética
de razao - 5.
1) O nimero A de arestas é:

3.x+4.(x-5) 7x - 20

A= 3 = 3

2) Do enunciado, temos:

LGt @ o 2x+10=7x-20 = x=6

3) Logo,A= 7'62—_20 =11

4) O namero F de faces é:
F=x+x-5=6+6-5=7

5) Da Relacao de Euler, o niimero V de vértices é:
V-11+47=2<V=6

Resposta: Seis vértices
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Encontre o conjunto solucio S C R da inequacio

4
1081
exponencial: 3* 2 + X 3%+k < TR
k=1

Resolucao
3x—2_|_3)(+1_'_3x+2+3x+3+3x+45 1(1):1 -

3* 1081
+3.3+9.3+27.3+81.3 < -

<>

3x « 1081 1081 .3" 1081
+120.3 =< < =< =
18 9 18

<
x_ 1 x 1
<3 57 <« log;3 slog3?@

1
& x <log, E,VXER

1
Resposta: S = {xER|xslog3?}
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No plano cartesiano sao dadas as circunferéncias
C, x2+y?=1 eCz:(x—4)2+y2=4.

Determine o centro e o raio de uma circunferéncia C

tangente simultaneamente a C, e C,, passando pelo ponto

A=(3,V3).

Resolucao

1) O ponto A = (3; \/§) pertence a circunferéncia de
equacdo (x — 4)2 + y2 = 4 e sera o ponto de tan-
géncia dessa circunferéncia com a circunferéncia
pedida. Desta forma, ha duas possibilidades: ser
tangente externa a ambas ou ser tangente externa

a menor e interna a circunferéncia maior.

A y
C(a;b)

R

SXA(3:43)
> : )
1 |
0 | !
NVASEE
|
I

b 4

XA(3;V3)
2
(4:0)

b 4

(o
K R

R

C'(ab)

A reta que passa pelos pontos A e C, (4; 0) tem coe-

3-0

<A—>C2= ST =- 3.Aretat,

ficiente angular m

tangente a circunferénia C, no ponto A, tem equa-
1

a0y - V3 = x-3)eex-V3y=0e

¢ao y V3 ’

portanto, passa pela origem do sistema de eixos,

centro da circunferéncia C1'
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2)

3)

4)

5)

No triangulo retangulo OAC ou OAC’, retangulo
em A, tem-se OC2=0A2 +AC2 &

@(R+1)2=(\/(3—0)2+(\/§—0)2)2+R2¢>

<R2+2R+1=12+R?<| R=— |,emque
2

R é o raio da circunferéncia pedida.

Os pontos C (a; b) (ou C’), A (3; \/3) eB (4;0)

estao alinhados e, portanto:

a b 1
3 V3 1/=0=V3a+b=4V3
4 0 1

A distancia do ponto C a reta t, tangente, é igual ao

raio R. Assim:

a-V3b] 1

V12 + (V3 )2 2

<a-V3b=11 ou a-V3b=-11

©|a—\/§b|=11©

As coordenadas dos possiveis centros sao solucoes
dos sistemas:

{\/§a+b=4\/§ 23 7V3
< a=— eb=— ——

a-V3b=11 4 4

ou

{\/§a+b=4\/§ 1 15V3
< a=— eb=——

a-V3b=-11 1 4
Resposta: Os centros podem ser <%’ 154\/§> ou

(23 7V3

_—— ) e o raio é sempre £
4> 4 2
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T T
Seja z = cos S + isen = Pedem-se:

km 7
a) Use a propriedade z* = cos = + isen - keN,

T 3n 5w _
para expressar cos 7 , COS T € Cos T em fungdo

de z.

b) Determine inteiros a e b tais que

a 7 35 5w
— =C0OS — + COS 7 + COS

Resolucao
k 14 -k
1) Observemos que cos Tn = COS (__#t_
T (14-K) = [
sen — =-—sen ——— , Pois
7 7

—_ =2xn
7 7
Assim:

kn | kn
Z¥=cos — +isen — (I) e

7 7
e A4-Kx - (14-K)w
24K =cos ———— +isen ———— =

kr | km
=cos — —isen — (II)
7 7

De (I) e (II), resulta:
T ki 7K + 714K
K+z74K=2¢0s — 0§ — = ——
7 7 2
Desta forma:
x z+1z83 3x 23 +z!!
cos — = ;€08 — = e
7 2 7 2

Sit +7°
cos —
7 2

dn . 14n
b) Como z!4 = cos - +1isen — =

Tn Tn
=cos2n+isen2w=1ez =cos - +isen7=

= cos 7 + i sen 7 = -1, temos:
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z+713 B+ S+
= +

2

> z+3+72°+2° +21 +213) =

> Z+B++77 + 22 + 2N+ 283 -77) =

1[ z.[(z5)"-1] 7]
= 7 =

2| z2-1
1z.@M-1) .
‘Tﬁ'z]‘
1 z.(a-1) ] = 1 [0+1]= 1
T2 2-1 }‘7 T2

2

Dessa forma, podemos tera=1eb =2

13
T Z+1Z
Respostas: a) cos — = H
2
3n  z3+zU
Ccos — = e
2
Sn 5+7°
cos — =
2
b) Possiveis valores inteiros de a e b
sioa=1leb=2

) OBJETIVO
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Uma reta r separa um plano 7t em dois semiplanos 7, e 7.
Considere pontos A e B tais que A € 71, ¢ B € 7, de modo
que d(A, r) = 3,dB, r) = 6 e d(A, B) = 15. Uma
circunferéncia contida em gt passa pelos pontos Ae B e
encontra r nos pontos M e N. Determine a menor
distancia possivel entre os pontos M e N.

Resolucao

1)

2)

3)

4)

Da semelhanca dos tridngulos ADP e BCP, resulta:

AD AP 3 AP
BC-BP © ¢ —Bp T BP=2AP

Como AP + BP =15, tem-se AP=5e¢ BP=10

Da poténcia do ponto P em relacido a circun-

feréncia, e fazendo MP = x e NP =y, resulta:
50
MP.NP=AP.BP<x.y=5.10 « Y=+

50
MN=MP+NP=X+y=x+T

AfungﬁoS(x)=x+£=<\/;— 5\5>2+10\/5
X Vx

5V2

X

2
(\/;— 5V2 ) = ( e, portanto, S(x)
Vx

2
Comox>0,Vx €ER e(\/;— ) € R, entido

5\5)2:0

Neste caso, S(x) = MN = 10 V2

€ minima quando (V X -

Resposta: MN minimo vale 10 V2
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De uma caixa que contém 10 bolas brancas e 6 bolas
pretas, sdo selecionadas ao acaso k bolas.

a) Qual a probabilidade de que exatamente r bolas sejam
brancas, nas condi¢ées 0 <k —r<6e 0 <k < 10.

b) Use o item (a) para calcular a soma

= (V)(:)

Resolucao
a) Niumero de elementos do espaco amostral:

16
C16,k= k

Numero de elementos do evento:

10 6
Cio,r « Coxor = ( r ) \ (k—r)

— [
Escolhas Escolhas de
de r brancas Kk —r pretas

Probabilidade:

10\ ./ 6
( r ) (k - r)
16
()
b) Note-se que a expressao na somatoria equivale ao

numerador da probabilidade (p) obtida no item a
com k = 6. Fazendo k = 6 em p:

10\ ./ 6
(r) (6—r)
16
(%)
Podemos considerar p, com k = 6, como a

probabilidade de r bolas brancas serem retiradas

em um total de 6 bolas selecionadas.
6

A somatoria Y. ( 10 ) ( 6 ) representa todos os
r=0 r 6-r1

p:

casos possiveis de bolas brancas retiradas, pois
0=<r=6cek=6.Logo, esta somatoria deve
equivaler ao nimero de elementos do espaco

amostral: ( 166 ), para que a probabilidade seja 1.

2 (V)8 )=08)=
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o2 (V)L ) =sme

() (2r)
()

Resposta: a) b) 8008
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Quantos pares de nuimeros inteiros positivos (A, B)
existem cujo minimo multiplo comum é 126 x 103? Para
efeito de contagem, considerar (A, B) = (B, A).

Resolucao

Sabendo que 126 . 103 =24 .32 .53 .71 esendoAe B
divisores de 24 .32 .53 .71, podemos escrevé-los como:
A=22.3" 574

B=2¢.3".58. 7"

O mmc (A; B) =24.3%.53,7!; assim:
Mix {a; e} =4 Max {b; f} =2
Max {c; g} =3 Miax {d; h} =1

Assim, o conjunto P de todos os pares (a; e) possiveis

2

é:
P{(4;0), (4;1), (4;2), (4;3), (4;4), (0;4), (1;4), (2;4), (3;4)}
en(P)=9
O conjunto Q de todos os pares (b; f) possiveis é:
Q={(0;2),(;2),(2;2),(2;1),(2;0)} en(Q)=5
O conjunto R de todos os pares (c; g) possiveis é:
R ={(05 3), (1; 3), (25 3), (35 3), (3; 0), 35 1), (35 2)}
en(R)=7
O conjunto S de todos os pares (d; h) possiveis é:
S={0;1),(1;0),I; )} en(S) =3
Assim, todos os niimeros (A;B), com A # B, tais que
mmc (A; B) = 126 . 103 séio obtidos por:
9.5.7.3-1 945 -1
= =472
2 2
Considerando o caso A = B, temos entao 473 pos-
sibilidades.

Resposta: 473 pares
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A aresta lateral de uma pirdmide reta de base quadrada

mede 13 cm e a area do circulo inscrito na base mede
257 ’ ) R

cm~. Dois planos, m e m,, paralelos a base,
decompdem a pirdmide em trés sélidos de mesmo

volume. Determine a altura de cada um desses solidos.

Resolucao

I) Sendo r a medida do raio do circulo inscrito na

257 5V2

=r=
2 2

Assim,AB=2r=2. V2 =5V2,
2

AC=5V2.V2 =10eAH=5

base, temos: mr? =

II) No triangulo retangulo AHE, temos:
(EH)? + (AH)?= (AE)?= (EH)?+ 52 =13’ =
=EH =12

III) Sendo V, o volume da piramide ABCDE, V, o
volume da piramide RSTUE e V; o volume da

piramide MNPQE, temos:
1 A\ 1
a) V;=— .V, = —=—
3 v, 3
.V, ( EF )3 1 ( EF )3
Assim, — =| — | = —=| — | =
\ A EH 3 12
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ﬁEF=3—$EF=4V9

V3
V2

2
b) V,=— .V,= —%
3 Ty,

2
3

Y AT ( EG )3 2 ( EG )3
Assim, — =| — | = —=| — | =
vV, EH 3 12

3
12V2
3

V3
3 3
Logo,FG =EG-EF=4V18-4V 9=
3 3
=4Vo V2 -1)

3 3
¢) GH=EH-EG=12-4V18=4(3-V18)

3 3 3
Respostas: EF =4 \/?, FG =4 \/? (\/7 - 1) e
3

GH=4(3-V18)

3
= EG = =>EG=4\/1_8
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Seja p(x) um polindmio ndo nulo. Se x> = 4x% + 5x -2 e
x3 — 5x2 + 8x — 4 sdo divisores de p(x), determine o menor
grau possivel de p(x).

Resolucao

p(x) é divisivel por (x3 - 4x2 + 5x — 2)

Mas x° - 4x% + 5x -2 = (x - 1)? . (x - 2) = d,(x)
Ainda:

p(x) é divisivel por (x3 - 5x% + 8x — 4)

Mas x> - 5x% + 8x -4 = (x— 1) . (x - 2)2 = d,(x)

O minimo miltiplo comum é
mmc (d,(x); dy(x)) = (x - D? . (x - 2)?

e 0 menor grau de p(x), para as condicoes dadas, é
igual a 4 (quatro).

Resposta: 4
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No plano cartesiano sdo dados o ponto P = (0, 3) e o
tridngulo de vértices A = (0,0),B=3,0)e C=(3,2).
Determine um ponto N sobre o eixo dos x de modo que a
reta que passa por P e N divida o tridngulo ABC em duas
regides de mesma drea.

Resolucao

\ty
(0:3) P

21--OP-----— C(3:2)

1
I
1
Yor-----2 :
1
]
1

[] »
(0;0) A Xp B(3;0) X

Seja r a reta que passa por P(0; 3) D (xp; yp), N (n; 0),
(m > 0), e divide o tridngulo ABC em duas regioes de

mesma area.

¥p 2 2
I t _— — T — o — .
) tga %, 3 =73 %

II) A area do triangulo ADN é tal que

n.yp 1 (3.2) 3
= | — | = = —<
2 2 2 =
- 2 3 - 9
—_— Xy = — Xy = —
D™ n D™ 2n

III) Os pontos P, D e N sao alinhados e, portanto:

0 3 1 g g 1
XD yD 1 =0<:>KT 1 =0
n g™ n 0 1
1+V1
©2n?2-2n-9=0<n= +T9 ,poisn>0

1+V19_0)
2 )

Resposta: N (
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